
Теорема Фейербаха по Шарыгину И. Ф.

Данный текст является фрагментом из [1], задача №555.
В 1998 году участникам Всероссийской олимпиады предлагалась такая задача И. Ф. Ша-

рыгина
Проведём через основание биссектрисы угла A разностороннего треугольника ABC от-

личную от стороны BC касательную к вписанной в треугольник окружности. Точку её
касания с окружностью обозначим через Ka. Аналогично построим точки Kb и Kc. Дока-
жите, что три прямые, соединяющие точки Ka, Kb и Kc с серединами сторон BC,CA и
AB соответственно, имеют общую точку, причём эта точка лежит на вписанной окруж-
ности(рис.1).

Доказательство.
Cначала докажем, что стороны треугольника
KaKbKc параллельны соответствующим сторонам
треугольника ABC. Пусть AC > AB(рис.2) Имеем
равенства ∠POL = ∠KaOL и ∠POB = ∠ROB, по-
этому ∠KaOR = 2∠LOB. Угол LOB внешний в тре-
угольнике AOB, значит ∠KaOR = α+β. Подобны-
ми же рассуждениями получаем, что ∠KbOR = α+
β. Следовательно, точки Ka и Kb симметричны от-
носительно прямой OR, поэтому KaKb||AB. Итак,
соответствующие стороны треугольников MaMbMc

и KaKbKc параллельны(Ma,Mb,Mc – середины сто-
рон треугольника), поэтому эти треугольники го-
мотетичны. Центр этой гомотетии является общей
точкой прямых MaKa,MbKb и McKc.



Перейдём ко второй части утверждения. Пусть
прямая MaKa вторично пересекает вписанную в треугольник ABC окружность в точке
F (рис.3). Докажем, что описанная вокруг треугольника FKaL окружность проходит через
основание высоты H треугольника ABC. Для этого достаточно проверить выполнение ра-
венства MaL ·MaH = MaP

2, так как MaP
2 = MaKa ·MaF .

Пользуясь параллельностью прямых AH и OP , равенством MaP
′ = MaP

1(рис.4) и теоре-
мой Фалеса, получаем
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Так как четырёхугольник FKaLH вписанный, углы MaFH и MaLKa равны. Угол MaLKa

легко выражается через углы треугольника ABC: ∠MaLKa = β − γ. Рассмотрим теперь
четырёхугольник MbFHMa. Заметим, что ∠HCA = ∠CHMb = γ, ∠CMaMb = β. Поэтому
∠MaMbH = β−γ, значит MaFHMb – вписанный и, следовательно, ∠MaFMb = ∠MaHMb = γ.

Обозначим через K точку пересечения отрезка
FMb со вписанной окружностью(рис. 5). Так как
вписанный в окружность угол KaFK равен γ, а ду-
га RKa вписанной окружности равна α + β, точки
Ka и K симметричны относительно этой прямой.
Значит точки K и Kb совпадают, что означает, что
прямые MaKa и MbKb пересекаются в точке F впи-
санной окружности.

На самом деле, из доказанного следует теоре-
ма Фейербаха, которая гласит, что окружность
девяти точек и вписанная окружность касаются.

Доказательство теперь совсем простое. При
гомотетии с центром в точке F , переводящей тре-
угольник MaMbMc в треугольник KaKbKc, окруж-
ность 9-ти точек переходит во вписанную. Но F их
общая точка, следовательно, эти окружности каса-
ются в точке F .

1Равенство этих отрезков можно получить, используя гомотетию, которая переводит вписанную окруж-
ность во вневписанную.
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