
V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 8 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

1. (À.Áëèíêîâ, Þ.Áëèíêîâ) Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà AB ðàâíà ìåíüøåìó
îñíîâàíèþ BC, à äèàãîíàëü AC ðàâíà îñíîâàíèþ AD. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
âåðøèíó B ïàðàëëåëüíî AC, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ DC â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî
AM � áèññåêòðèñà óãëà BAC.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∠BMC = ∠ACD = ∠CDA = ∠BCM
(ïåðâîå è òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóþò èç ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ BM è AC, BC è AD;
âòîðîå èç ðàâåíñòâà AC = AD). Çíà÷èò, BM = BC = AB, è ∠BAM = ∠BMA =
∠MAC (ðèñ.8.1).
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Ðèñ.8.1
Âòîðîå ðåøåíèå. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB (çà òî÷êó B) îòìåòèì òî÷êó P , à
íà ïðîäîëæåíèè äèàãîíàëè AC (çà òî÷êó C) � òî÷êó K. Òîãäà ∠MCK = ∠ACD =
∠ADC = ∠BCM , òî åñòü CM � áèññåêòðèñà óãëà BCK. Òàê êàê AC � áèññåêòðèñà
óãëà BAD è BM ‖ AC, òî BM � áèññåêòðèñà óãëà PBC. Òàêèì îáðàçîì, M � òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ äâóõ âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC, ñëåäîâàòåëüíî,
AM � áèññåêòðèñà óãëà BAC.

2. (À.Áëèíêîâ) ×åðåç òî÷êó âíóòðè âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîâåëè äâå ïðÿìûå,
äåëÿùèå åãî íà ÷åòûðå ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Òðè èç ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ � âïè-
ñàííûå, ïðè÷åì ðàäèóñû îïèñàííûõ âîêðóã íèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî
÷åòâåðòàÿ ÷àñòü � ÷åòûðåõóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü òîãî æå ðàäèóñà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷àñòè, ïðèëåãàþùèå ê âåðøèíàì A, B, C âïèñàííîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD, � âïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè. Òàê êàê óãëû A è C ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ïðîòèâîëåæàò ðàâíûì óãëàì â òî÷êå ðàçðåçà L, òî îíè ðàâíû, à çíà÷èò
∠A = ∠C = 90◦. Ïîýòîìó ïðÿìûå, ðàçðåçàþùèå ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïåðïåíäèêóëÿð-
íû. Íî òîãäà óãîë B òîæå ïðÿìîé, ò.å. ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê, à ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü
òîæå ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì. Êðîìå òîãî, óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà
õîðäû AL, BL, CL, ðàâíû, à òàê êàê ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñòåé òîæå ðàâíû, òî ðàâ-
íû è ñàìè õîðäû. Ñëåäîâàòåëüíî, L � öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà, è ÷åòâåðòàÿ îêðóæ-
íîñòü èìååò òîò æå ðàäèóñ.
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3. (À.Àêîïÿí, Ê.Ñàâåíêîâ) Ïóñòü AHa è BHb � âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, P è Q �
ïðîåêöèè òî÷êè Ha íà ñòîðîíû AB è AC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PQ äåëèò îòðåçîê
HaHb ïîïîëàì.
Ðåøåíèå. Ïóñòü CHc � òðåòüÿ âûñîòà òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ∠HaHcB = ∠HbHcA =
∠C, òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè CBHcHb è CAHcHa âïèñàíû â îêðóæíîñòè ñ äèàìåò-
ðàìè BC è AC. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ Ha îòíîñèòåëüíî AB, ëåæèò
íà ïðÿìîé HbHc. Àíàëîãè÷íî, íà ýòîé æå ïðÿìîé ëåæèò òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ Ha îò-
íîñèòåëüíî AC. Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè P , Q ëåæàò íà ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà
HaHbHc (ðèñ.8.3).
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Ðèñ.8.3

4. (Í.Áåëóõîâ, Áîëãàðèÿ) Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A = 57◦, ∠B = 61◦, ∠C = 62◦. Êàêîé
èç äâóõ îòðåçêîâ äëèííåå: áèññåêòðèñà óãëà A èëè ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû
B?
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü K � ñåðåäèíà äóãè ABC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC, O � öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè; AL è BM � áèññåêòðèñà è ìåäèàíà.
Ïóñòü òàêæå N � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AL è CK, à AH � âûñîòà òðåóãîëüíèêà AKC
(ðèñ.8.4.). Òàê êàê ∠A < ∠C, òî B ëåæèò âíóòðè äóãè KC, çíà÷èò, N ëåæèò íà îòðåç-
êå AL, è AL > AN > AH. Íî AH > KM , òàê êàê ýòî âûñîòû ìåíüøåãî è áîëüøåãî
óãëîâ òðåóãîëüíèêà AKC. Ñëåäîâàòåëüíî, KM = MO+OK = MO+OB > MB, ò.å.
áèññåêòðèñà óãëà A äëèííåå ìåäèàíû èç B.
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Ðèñ.8.4
Âòîðîå ðåøåíèå. Òàê êàê AB > BC, òî ∠MBC > 30◦. Ïðîâåäåì èç âåðøèíû A
âûñîòó AH, à èç òî÷êè M ïåðïåíäèêóëÿð MK ê ñòîðîíå BC. Òîãäà AL > AH =
2MK > BM , òàê êàê sin ∠BMK = MK

BM
> 1

2
.

Òðåòüå ðåøåíèå. (Ê.Èâàíîâ, Ìîñêâà). Ïîñòðîèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ′.
Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ëó÷ BC ′ ëåæèò âíóòðè óãëà ABC, ñëåäîâàòåëüíî,
áèññåêòðèñà óãëà A äëèííåå âûñîòû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ñäðóãîé ñòîðîíû,
ïóñòü M , N � ñåðåäèíû AC è AC ′ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ëó÷ AC ëåæèò âíóòðè
óãëà C ′AB, òî ∠BMN > ∠BMA. Íî ∠BMA > 90◦, ïîñêîëüêó AB > BC. Çíà÷èò,
BN > BM , ò.å. áèññåêòðèñà óãëà A äëèííåå ìåäèàíû èç B.
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 8 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

5. (Â.Ïðîòàñîâ) Èç âåðøèíû B òðåóãîëüíèêà ABC îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð BM íà áèñ-
ñåêòðèñó óãëà C. Ïóñòü K � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé BC.
Íàéäèòå óãîë MKB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = α

Ðåøåíèå. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê BMIK � âïèñàííûé, òàê êàê ∠BMI = ∠BKI = 90◦ (ðèñ.8.5). Çíà÷èò,
∠MKB = ∠MIB = ∠IBC + ∠ICB = \B+\C

2
= 90◦ − α

2
.
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Ðèñ.8.5

6. (Ñ.Ìàðêåëîâ) Ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè ÷åòûðå ðàâíûõ ìíîãîóãîëüíèêà
òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà èç íèõ íå èìåëè îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, íî èìåëè îáùèé
îòðåçîê ãðàíèöû?
Ðåøåíèå. Äà, ñì. ðèñ.8.6.

Ðèñ.8.6

7. (Ä.Ïðîêîïåíêî) Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC îïèñàëè îêðóæíîñòü s. Ïóñòü L è W ��
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà A ñî ñòîðîíîé BC è îêðóæíîñòüþ s ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òî÷êà O �� öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACL. Âîññòàíîâèòå
òðåóãîëüíèê ABC, åñëè äàíû îêðóæíîñòü s è òî÷êè W è O.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü O′ � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà ïðÿ-
ìûå O′O è O′W ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì AC è BC, ò.å. íàïðàâëåíèÿ ýòèõ ñòîðîí
èçâåñòíû. Êðîìå òîãî, ∠COL = 2∠CAL = 2∠LCW è, çíà÷èò, ∠OCW = 90◦ (ðèñ.8.7).
Ñëåäîâàòåëüíî, C � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè s è îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
OW .
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Ðèñ.8.7

8. (Í.Áåëóõîâ, Áîëãàðèÿ) Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC
êàñàþòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êàõ M è N . Èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = 2∠MAN . Äîêàæèòå,
÷òî BC = 2MN .
Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî AB > AC è, çíà÷èò, òî÷êè B, N , M , C ðàñïîëàãàþòñÿ
íà ïðÿìîé èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå. Çàìåòèì, ÷òî âåðíà
Ëåììà. Ïóñòü K � ñåðåäèíà BC, à I è J � öåíòðû âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòåé. Òîãäà AN ‖ IK è AM ‖ JK.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, íàïðèìåð, ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî òî÷êà âïèñàííîé îêðóæíîñòè, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ M , ëåæèò íà ïðÿ-
ìîé AN , à K ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñåðåäèíîé MN .
Ïîëüçóÿñü ëåììîé, ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó ∠IKJ =
180◦ − \A

2
. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè BC = 2MN ýòî âûïîëíåíî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå M è N áóäóò ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ KC è KB, ñîîòâåòñòâåííî, IM è NJ
ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê ýòèì îòðåçêàì. Çíà÷èò òðåóãîëüíèêè
IKC è JKB ðàâíîáåäðåííûå (ðèñ.8.8), è ∠JKB = 90◦ − \B

2
, ∠IKC = \C

2
, ÷.ò.ä.
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Ðèñ.8.8
Ðàññìîòðèì òåïåðü îêðóæíîñòü BICJ . Ïðè ôèêñèðîâàííîì óãëå A îòðåçîê IJ ÿâ-
ëÿåòñÿ åå äèàìåòðîì, à äóãà BC ñîîòâåòñòâóåò óãëó 90◦ + A/2. Êîãäà õîðäà BC âðà-
ùàåòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè, åå ñåðåäèíà K îïèñûâàåò êîíöåíòðè÷åñêóþ îêðóæíîñòü
ìåíüøåãî ðàäèóñà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê K ′, òàêèõ, ÷òî
∠IKJ = 180◦−A/2, ñîñòîèò èç äâóõ äóã ñ êîíöàìè I è J . Ýòè äâà ÃÌÒ ïåðåñåêàþò-
ñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îòðåçêà IJ è ñåðå-
äèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê íåìó. ×åòûðå ÷åòûðåõóãîëüíèêà BICJ , ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì òî÷êàì, ðàâíû, ò.å. óñëîâèå ∠IKJ = 180◦ − A/2 îïðåäåëÿåò ÷åòûðåõóãîëüíèê
îäíîçíà÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó BC = 2MN .
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 9 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

1. (À.Áëèíêîâ, Þ.Áëèíêîâ) Ñåðåäèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è îñíîâàíèå âûñîòû, ïðî-
âåäåííîé ê ýòîé ñòîðîíå, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé ñòîðîíû
ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ñòîðîíà ñîñòàâëÿåò òðåòü ïåðèìåòðà
òðåóãîëüíèêà.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü a, b � äëèíû äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, x, y � äëèíû
îòðåçêîâ, íà êîòîðûå âûñîòà äåëèò òðåòüþ ñòîðîíó (åñëè îñíîâàíèå âûñîòû ëåæèò
âíå ñòîðîíû, äëèíó îäíîãî èç îòðåçêîâ ñ÷èòàåì îòðèöàòåëüíîé). Òîãäà ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà x2−y2 = a2− b2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè
äåëèò ñòîðîíó íà îòðåçêè p−a è p−b. Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
x− y = 2(a− b). Ðàçäåëèâ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà âòîðîå, ïîëó÷èì, ÷òî äëèíà òðåòüåé
ñòîðîíû x + y = (a + b)/2 = 2p/3.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü c � èñêîìàÿ ñòîðîíà, òîãäà r/rc = (p−c)/p. Ïóñòü K è P �
òî÷êè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíîé âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, I
è Q � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñåðåäèíà âûñîòû CH ëåæèò
íà ïðÿìîé IP . Òîãäà èç ïîäîáèÿ äâóõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷èì, ÷òî r = h/3, rc = h
(ðèñ.9.1). Ïîäñòàâèì â ïåðâîå ðàâåíñòâî è ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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Ðèñ.9.1

2. (Î.Ð.Ìóñèí) Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ra, Rb, Rc

è Rd ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ DAB, ABC, BCD, CDA. Äî-
êàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî Ra < Rb < Rc < Rd âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

180◦ − ∠CDB < ∠CAB < ∠CDB.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííîìó íåðàâåíñòâó.
Òîãäà sin ∠CAB > sin ∠CDB è, çíà÷èò, Rb < Rc. Ïîñêîëüêó óãîë CDB òóïîé, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà A ëåæèò âíå îêðóæíîñòè CDB, ò.å. ∠CAD < ∠CBD. Òàê êàê îáà
ýòè óãëà îñòðûå, òî sin ∠CAD < sin ∠CBD è, çíà÷èò, Rc < Rd. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
∠ACB + ∠CBD = ∠CAD + ∠ADB < 90◦, òî ∠ACB < ∠ADB < 90◦, ò.å. Ra < Rb.
Îáðàòíî, èç íåðàâåíñòâà Rb < Rc ñëåäóåò, ÷òî óãîë CAB ëåæèò ìåæäó óãëàìè CDB è
180◦−∠CDB. Òîãäà, åñëè óãîë CDB îñòðûé, òî ∠ABD < ∠ACD, à òàê êàê Ra < Rd,
òî ∠ABD > 180◦ − ∠ACD. Íî òîãäà, ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå,
ïîëó÷àåì, ÷òî Rb < Ra < Rd < Rc.

3. (È.Áîãäàíîâ) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè, ëó÷è BA è CD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, ëó÷è BC è AD � â òî÷êå F . Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè AB, CD è áèññåêòðèñîé óãëà B, êàñàåòñÿ ïðÿìîé
AB â òî÷êå K, à âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè AD,
BC è áèññåêòðèñîé óãëà B, êàñàåòñÿ ïðÿìîé BC â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå
KL, AC è EF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD îêðóæ-
íîñòè ñî ñòîðîíàìè AB è BC ÷åðåç U è V . Èìååì ðàâåíñòâî äâîéíûõ îòíîøåíèé:

(EB; KU) =
EK

BK
:
EU

BU
=

ctg \BEC
2

ctg \B
4

:
ctg \BEC

2

ctg \B
2

= (FB; LV ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå KL, EF , UV ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî AC, EF , UV ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ðèñ.9.3).

B

U V

E

F

D

A

C

K

L

Ðèñ.9.3
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4. (Í.Áåëóõîâ, Áîëãàðèÿ) Äàí ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê A1 . . . A17. Äîêàæèòå, ÷òî òðå-
óãîëüíèêè, îáðàçîâàííûå ïðÿìûìè A1A4, A2A10, A13A14 è A2A3, A4A6 A14A15, ðàâíû.
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî A1A4 ‖ A2A3, A2A10 ‖ A14A15, A13A14 ‖ A4A6.
Ïîýòîìó íàäî äîêàçàòü, ÷òî äàííûå òðåóãîëüíèêè öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íû.
Ïóñòü A, B, C, D, E, F � ñåðåäèíû õîðä A1A2, A3A4, A4A13, A6A14, A10A14, A15A2

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå BC, DE, FA êàê ñðåäíèå ëèíèè òðåõ òðåóãîëüíèêîâ ïà-
ðàëëåëüíû ïðÿìûì A3A13 ‖ A6A10 ‖ A1A15. Ïðÿìûå AD, BE, CF êàê îñè ñèììåò-
ðèè òðåõ ðàâíîáåäðåííûõ òðàïåöèé ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå ñåìíàäöàòèóãîëüíèêà. Ïî
äâîéñòâåííîé òåîðåìå Ïàïïà ïðÿìûå AB, CD, EF ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
P (ðèñ.9.4). Íî ýòè ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëèíèÿìè òðåõ ïîëîñ, îáðàçîâàííûõ
ïàðàìè ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí äàííûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëü-
íèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî P .

A1
A2

A3

A4

A6

A10

A13

A14

A15

A

B

C

D

E

F

P

Ðèñ.9.4
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 9 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

5. (Á.Ôðåíêèí) Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè n òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ
ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ ðîâíî ïîëîâèíà îñòðîóãîëüíûõ. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ n,
ïðè êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî.
Îòâåò. n = 4 èëè n = 5.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî n > 3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ âåð-
øèíàìè â äàííûõ òî÷êàõ. Åñëè öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
è íå íà åãî äèàãîíàëè (íàçîâåì òàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê õîðîøèì), òî èç ÷åòûðåõ
òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îñòðîóãîëüíûõ ðîâíî
äâà. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìåíüøå äâóõ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ÷åòûðåõóãîëüíèêè,
îáðàçîâàííûå äàííûìè òî÷êàìè, õîðîøèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n = 4 è n = 5 ýòî
âîçìîæíî (íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà).
Ïóñòü n > 5. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü èç äàííûõ òî÷åê A è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå
äèàìåòð AA′. Åñëè òî÷êà A′ îòìå÷åíà, òî ÷åòûðåõóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé A, A′ è
ëþáûìè äâóìÿ èç îñòàëüíûõ òî÷åê, íå áóäåò õîðîøèì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàé-
äóòñÿ òðè îòìå÷åííûå òî÷êè, ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò AA′. ×åòûðåõóãîëüíèê,
îáðàçîâàííûé ýòèìè òî÷êàìè è òî÷êîé A, íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

6. (À.Àêîïÿí) Äàí òðåóãîëüíèê ABC òàêîé, ÷òî AB −BC = AC√
2
. Ïóñòü M � ñåðåäèíà

ñòîðîíû AC, à N � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà B. Äîêàæèòå, ÷òî

∠BMC + ∠BNC = 90◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü C ′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ C îòíîñèòåëüíî BN . Òîãäà AC ′ = AB−
BC, è ïî óñëîâèþ AM/AC ′ = AC ′/AC. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè AC ′M è ACC ′ ïîäîáíû,
è ∠AC ′M = ∠C ′CA = 90◦ − ∠BNC. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ìåäèàíû,
ïîëó÷àåì, ÷òî BM2 = AB · BC, ò.å. BC ′/BM = BM/BA. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè
BC ′M è BMA òàêæå ïîäîáíû, è ∠BMC ′ = ∠BAM . Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BMC = 180◦−
∠BMC − ∠C ′MA = ∠MC ′A, îòêóäà è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (ðèñ.9.6).

A

B

C
M N

C ′

Ðèñ.9.6
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7. (Ì.Âîë÷êåâè÷) Äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O1, O2. Ïîñòðîé-
òå îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ îäíîé èç íèõ âíåøíèì, à äðóãîé âíóòðåííèì îáðàçîì,
öåíòð êîòîðîé óäàëåí îò ïðÿìîé O1O2 íà íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O, r � öåíòð è ðàäèóñ íåêîòîðîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ äàííûõ;
r1, r2 � ðàäèóñû äàííûõ îêðóæíîñòåé. Òîãäà ëèáî OO1 = r1 − r, OO2 = r2 + r, ëèáî
OO1 = r1+r, OO2 = r2−r, è â îáîèõ ñëó÷àÿõ OO1+OO2 = r1+r2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðå-
äè âñåõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, íàäî íàéòè íàèáîëåå óäàëåííóþ îò
ïðÿìîé O1O2. Èçâåñòíî, ÷òî èç âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äàííûìè îñíîâàíèåì è âûñîòîé
íàèìåíüøèé ïåðèìåòð èìååò ðàâíîáåäðåííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøóþ âûñîòó
ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äàííûìè îäíîé ñòîðîíîé è ñóììîé äâóõ äðóãèõ òàêæå
èìååò ðàâíîáåäðåííûé. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà
ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ (r1 + r2)/2 îò òî÷åê O1 è O2, à åå ðàäèóñ ðàâåí |r1 − r2|/2.

8. (C.Pohoata, Ðóìûíèÿ; À.Çàñëàâñêèé) Äàí âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Èç-
âåñòíî, ÷òî ÷åòûðå îêðóæíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ åãî äèàãîíàëåé è îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè èçíóòðè, ðàâíû. Âåðíî ëè, ÷òî ABCD êâàäðàò?
Îòâåò. Äà.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü AC ∩ BD = P , à îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â êðèâîëèíåé-
íûå òðåóãîëüíèêè ABP, BCP, CDP, DAP , êàñàþòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABCD
â òî÷êàõ K, L, M , N .
Ðàññìîòðèì ñåãìåíò ABC. Êîãäà òî÷êà X äâèæåòñÿ ïî äóãå ABC îò A ê C, ðàäèóñ
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ñåãìåíò è êàñàþùåéñÿ äóãè â òî÷êå X, âîçðàñòàåò, ïîêà X
íå äîñòèãíåò ñåðåäèíû äóãè, è óáûâàåò ïîñëå ýòîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíûì ðàäèóñàì
ñîîòâåòñòâóþò ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû äóãè ïîëîæåíèÿ X.
Òàêèì îáðàçîì, ^ AK =^ LC. Àíàëîãè÷íî, ^ AN =^ MC. Çíà÷èò, ^ NK =^
LM , è ^ KL =^ MN . Òîãäà ^ NL =^ NK+ ^ KL = 180◦ ò.å. NL � äèàìåòð
îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íî, KM òîæå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì.
Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè O ïåðåâîäèò ïàðó îêðóæíî-
ñòåé, êàñàþùèõñÿ åå â òî÷êàõ M è N , â ïàðó îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ â òî÷êàõ K è
L. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ïåðâîé ïàðû AC ïåðåéäåò â CA. Ïî-
ýòîìó AC è, àíàëîãè÷íî, BD � äèàìåòðû îêðóæíîñòè, ò.å. ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê.
Åãî äèàãîíàëè äåëÿò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü íà ÷åòûðå ñåêòîðà, è ðàäèóñû îêðóæíî-
ñòåé, âïèñàííûõ â ýòè ñåêòîðû, ðàâíû. Çíà÷èò ðàâíû è ñàìè ñåêòîðû, ò.å. ABCD �
êâàäðàò.
Âòîðîå ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Òåáî: ïóñòü íà ñòîðîíå AC òðåóãîëü-
íèêà ABC âçÿòà òî÷êà M . Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ ëó÷à MB, ïðÿìîé AC è (èçíó-
òðè) îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòðû
ýòèõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òåáî ìîæíî ïðî÷èòàòü â ñòàòüå Â.Þ.Ïðîòàñîâà â "Êâàíòå"
�4, 2008.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Òåáî ê òðåóãîëüíèêàì ABC, BCD, CDA, DAB è òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé âñåõ ÷åòûðåõ
òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû. Âû÷èñëèâ ïëîùàäü êàæäîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ êàê ïðîèç-
âåäåíèå ïîëóïåðèìåòðà íà ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, è ïðèðàâíÿâ ñóììû ïëî-
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ùàäåé äâóõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷èì, ÷òî AC = BD, ò.å ABCD � ðàâíîáåä-
ðåííàÿ òðàïåöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî AD, BC � åå îñíîâàíèÿ è AD > BC. Òîãäà
SABD/SABC = AD/BC > (AD + BD + AB)/(BC + AB + AC), è ðàäèóñû âïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ABCD �
ïðÿìîóãîëüíèê. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðåøåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî ABCD � êâàä-
ðàò.
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 10 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

1. (Ä.Øâåöîâ) Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà; p � ïîëóïå-
ðèìåòð; r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

√
ab(p− c)

p
+

√
ca(p− b)

p
+

√
bc(p− a)

p
≥ 6r.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ, ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íå ìåíüøå,
÷åì

3
3

√√√√abc

p

√
(p− a)(p− b)(p− c)

p
= 3

3
√

4r2R.

Ïîñêîëüêó R ≥ 2r, îòñþäà ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî.

2. (Ô.Íèëîâ) Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Åãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû AB è CD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Åãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ KL ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî
ABCD - òðàïåöèÿ.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå AD è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Ïóñòü
X, Y � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñ ïðÿìîé KL. Òîãäà äâîéíûå îòíîøåíèÿ
(AD; MX) è (BC; MY ) ðàâíû åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà îòíîøåíèÿ AX/XD è
BY/Y C ëèáî áîëüøå, ëèáî ìåíüøå 1, è îòðåçîê XY íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì,
ñîåäèíÿþùèì ñåðåäèíû ñòîðîí AD è BC, íà êîòîðîì ëåæèò öåíòð òÿæåñòè ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà. Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè AD ‖ BC.

3. (À.Çàñëàâñêèé, À.Àêîïÿí) Ðàäèóñû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëü-
íèêà ABC ðàâíû R è r; O, I � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé. Âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà
C ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå P . Òî÷êà Q � ïðîåêöèÿ òî÷êè P íà ïðÿìóþ OI. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå OQ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A′, B′, C ′ � öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà
ABC. Òîãäà I � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà A′B′C ′, A, B, C � îñíîâàíèÿ åãî âûñîò
è, çíà÷èò, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ABC ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà
A′B′C ′. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè A′B′C ′ ðàâåí 2R, à åå öåíòðîì
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O′, ñèììåòðè÷íàÿ I îòíîñèòåëüíî O. Êðîìå òîãî, òî÷êè A, B, A′, B′

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ AB ÿâëÿåòñÿ îáùåé õîðäîé ýòîé îêðóæíîñòè è
îêðóæíîñòè ABC, à âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà C � îáùåé õîðäîé ýòîé îêðóæíîñòè
è îêðóæíîñòè A′B′C ′. Ïîýòîìó òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì öåíòðîì òðåõ îêðóæ-
íîñòåé, à ïðÿìàÿ PQ � ðàäèêàëüíîé îñüþ îêðóæíîñòåé ABC è A′B′C ′ (ðèñ.10.3).
Ñëåäîâàòåëüíî, OQ2 − R2 = (OQ + OO′)2 − 4R2. Ïîñêîëüêó OO′ = OI =

√
R2 − 2Rr

êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé, ïîëó÷àåì, ÷òî
OQ = R(R + r)/

√
R2 − 2Rr.
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A
B

C

P

Q

A′

B′

C ′

I

O

O′

Ðèñ.10.3

4. (C.Pohoata, Ðóìûíèÿ) ×åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâîäÿòñÿ òðè ïðîèç-
âîëüíûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå da, db, dc. Ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå da, db, dc îòíîñè-
òåëüíî BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò òðåóãîëüíèê XY Z. Íàéäèòå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Êîãäà ïðÿìûå da, db, dc âðàùàþòñÿ âîêðóã âåðøèí òðåóãîëüíèêà,
ñèììåòðè÷íûå ïðÿìûå âðàùàþòñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âîêðóã òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ
âåðøèíàì îòíîñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ, óãëû òðå-
óãîëüíèêà XY Z íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðÿìûõ da, db, dc, òàê ÷òî âñå ýòè òðåóãîëüíèêè
ïîäîáíû, âî-âòîðûõ, òî÷êè X, Y , Z äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè
ïî òðåì îêðóæíîñòÿì. Çíà÷èò, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òîæå äâèæåòñÿ ïî íåêî-
òîðîé îêðóæíîñòè, è äîñòàòî÷íî íàéòè òðè åå òî÷êè.
Âîçüìåì ïðÿìûå da, db ñîâïàäàþùèìè ñ ïðÿìîé AB. Ïóñòü A′, B′ � òî÷êè, ñèììåò-
ðè÷íûå A, B îòíîñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Òîãäà Z � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è BA′, à Y è X � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñ ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé AB è ëåæàùåé âäâîå äàëüøå îò òî÷êè C. Çàìåòèì, ÷òî C è öåíòð O
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíîóäàëåíû îò ïðÿìûõ AB′ è BA′, ò.å.
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áèññåêòðèñà óãëà XZY ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé CO. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
áèññåêòðèñû óãëîâ ZXY è ZY X ïåðïåíäèêóëÿðíû AC è BC ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè òî÷êè O è öåíòðà âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê XY Z îêðóæíî-
ñòè íà ïðÿìóþ AC. Òî÷êà O ïðîåöèðóåòñÿ â ñåðåäèíó AC. Òóäà æå ïðîåöèðóåòñÿ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è dc, ïîñêîëüêó óãëû, îáðàçîâàííûå ýòèìè ïðÿìû-
ìè ñ AC, ðàâíû. Çíà÷èò, X è öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðîåöèðóþòñÿ â òî÷êó,
ñèììåòðè÷íóþ ñåðåäèíå AC îòíîñèòåëüíî A (ðèñ.10.4). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå
îò O äî öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíî óäâîåííîìó ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Âçÿâ ïðÿìûå da, db, dc ïàðàëëåëüíûìè äðóãèì ñòîðîíàì
ABC, ïîëó÷èì òîò æå ðåçóëüòàò. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÃÌÒ � îêðóæíîñòü, êîí-
öåíòðè÷íàÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, íî âäâîå áîëüøåãî ðàäèóñà.

A
B

C

A′

B′

XY

Z

O

Ðèñ.10.4
Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññóæäàÿ êàê â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè, ïîëó÷àåì, ÷òî êîãäà ïðÿ-
ìûå d âðàùàþòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïðÿìûå XY , Y Z, ZX òàêæå âðàùàþòñÿ
ñïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà X òðåóãîëüíèêà XY Z îïèñûâàåò
îêðóæíîñòü ñ õîðäîé B′C ′, à áèññåêòðèñà ∠Y XZ âðàùàåòñÿ âîêðóã ñåðåäèíû Wa

äóãè ^ B′C ′ òàêæå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Àíàëîãè÷íî áèññåêòðèñû óãëîâ ∠Y è
∠Z âðàùàþòñÿ âîêðóã ñåðåäèí Wb, Wc ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã ^ A′C ′ è ^ A′B′.
Òàêèì îáðàçîì, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè I îäíîâðåìåííî äâèæåòñÿ ïî îïèñàí-
íûì îêðóæíîñòÿì òðåóãîëüíèêîâ IWaWb, IWbWc è IWcWa. Çíà÷èò, ýòè îêðóæíîñòè
ñîâïàäàþò, è èñêîìûì ÃÌÒ áóäåò îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà WaWbWc.
Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ èç òî÷åê Wa, Wb, Wc ëåæèò íà ðàññòîÿíèè 2R îò O. Ðàññìîò-
ðèì, íàïðèìåð, òî÷êó Wa. Ïóñòü BHb, CHc � âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, Oa � öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AHbHc, O′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ O îòíîñè-
òåëüíî BC, Ma � ñåðåäèíà BC. Òðåóãîëüíèêè BCO′, HbHcOa è B′C ′Wa ïîäîáíû (îíè
âñå ðàâíîáåäðåííûå ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 2C), âûðîæäåííûå òðåóãîëüíèêè BHbB1
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è CHcC1 òàêæå ïîäîáíû, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïîäîáíû è "òðåóãîëüíèêó"O′OaWa, ò.å
MaOa � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà O′OWa. Òàê êàê îòðåçîê MaOa � äèàìåòð
îêðóæíîñòè Ýéëåðà, òî åãî äëèíà ðàâíà R.
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 10 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

5. (Ä.Ïðîêîïåíêî) Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí ðîìá CKLN òàê, ÷òî òî÷êà L ëåæèò íà
ñòîðîíå AB, òî÷êà N � íà ñòîðîíå AC, òî÷êà K � íà ñòîðîíå BC. Ïóñòü O1, O2 è O �
öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ACL, BCL è ABC ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü P �� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ANL è BKL,
îòëè÷íàÿ îò L. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O1, O2, O è P ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî L � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà C, à ïðÿìûå LN , LK
ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì BC, AC. Ïîýòîìó ∠AO1L = 2∠ACL = ∠C = ∠ANL, ò.å.
òî÷êà O1 ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ANL è ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
äóãè ANL ýòîé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠O1PL = ∠APL + ∠O1PA = ∠C +
\A+\B

2
= π+\C

2
. Àíàëîãè÷íî ∠O2Pl = π+\C

2
. Çíà÷èò, ∠O1PO2 = π − ∠C. Íî óãîë

O1OO2 òàêæå ðàâåí π − ∠C, ïîòîìó ÷òî ïðÿìûå OO1, OO2 ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè
ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê AC è BC (ðèñ.10.5).

A

B

C

L

N KO1 O2

O
P

Ðèñ.10.5

6. (À.Çàñëàâñêèé) Â òðåóãîëüíèêå ABC M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, I � öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè, A1 è B1 � òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC
è AC, G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA1 è BB1. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë CGI ïðÿìîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà GM ‖ AB.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C1 � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé AB, C2 �
âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé CC1. Òîãäà G ëåæèò íà îò-
ðåçêå CC1. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ âïèñàííóþ
îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü, à G � â åå öåíòð. Òðåóãîëüíèê ABC ïðè ýòîé ïðîåêöèè
ïåðåéäåò â ïðàâèëüíûé, òàê ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå (CG; C1C2) äëÿ ëþáîãî òðåóãîëü-
íèêà òàêîå æå, êàê äëÿ ïðàâèëüíîãî, ò.å. ðàâíî 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì öåïî÷êó
ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:
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∠CGI = 90◦;
G � ñåðåäèíà C1C2;
CC1 = 3CC2;
CC1 = 3GC1;
GM ‖ AB.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü AC1 = x,BA1 = y, CB1 = z. Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ

y + x

x
.
GC1

GC
.
z

y
= 1 ⇒ GC1

GC
= k =

xy

z(x + y)
=

m

z
,

ãäå m = xy
x+y

.
Òåïåðü,

∠IGC = 90◦ ⇔ CI2 − r2 = GC2 −GC2
1 ⇔ z2 =

= CC2
1(

1

(1 + k)2
− k2

(1 + k)2
) = CC2

1(
1− k

1 + k
) = CC2

1(
z −m

z + m
).

Íî ïî òåîðåìå Ñòþàðòà

CC2
1 =

x

x + y
(z + y)2 +

y

x + y
(z + x)2 − xy = z(z + 4m).

Èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî

z2 = z(z + 4m)(
z −m

z + m
) ⇔ z(z + m) = (z + 4m)(z −m) ⇔

⇔ 2zm = 4m2 ⇔ z = 2m ⇔ k =
1

2
,

÷.ò.ä.

7. (À.Ãëàçûðèí) Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê O, A1, A2 ... An íà ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ èç ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû ~x è ~y, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè Ai âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ~OAi = k~x + l~y, ãäå k è l � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå ( ~OAi, ~OAj) ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíîé öåëîãî ÷èñëà. Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë
m1, . . . ,mn äëèíà âåêòîðà m1

~OA1 + · · · + mn
~OAn � êîðåíü èç íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Îòìåòèì íà ïëîñêîñòè òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ. Ïóñòü X �
áëèæàéøàÿ ê O èç îòìå÷åííûõ òî÷åê, Y � áëèæàéøàÿ ê O èç îòìå÷åííûõ òî÷åê,
íå ëåæàùèõ íà ïðÿìîé OX. Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü íà ïàðàëëåëîãðàììû, îáðàçîâàííûå
âåêòîðàìè ~x = ~OX è ~y = ~OY . Â ñèëó âûáîðà òî÷åê X, Y âñå îòìå÷åííûå òî÷êè áóäóò
âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììîâ ðàçáèåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû ~x, ~y � èñêîìûå.

8. (Á.Ôðåíêèí) Ìîæíî ëè âïèñàòü ïðàâèëüíûé îêòàýäð â ïðàâèëüíûé äîäåêàýäð òàê,
÷òîáû êàæäàÿ âåðøèíà îêòàýäðà áûëà âåðøèíîé äîäåêàýäðà?
Îòâåò. Íåò.
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Ðåøåíèå. Åñëè ïðàâèëüíûé îêòàýäð âïèñàí â ïðàâèëüíûé äîäåêàýäð, òî îïèñàííàÿ
ñôåðà ó íèõ îäíà è òà æå. Äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû îêòàýäðà ÿâëÿþòñÿ êîí-
öàìè äèàìåòðà ýòîé ñôåðû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè äîäå-
êàýäðà, à îñòàëüíûå âåðøèíû îêòàýäðà ðàâíîóäàëåíû îò ýòèõ äâóõ. Íî ó äîäåêàýäðà
íåò âåðøèí, ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ.
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