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×òîáû ïî-íàñòîÿùåìó ïîíÿòü ïðèðîäó ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ, íóæíî áûòü çíàêîìûì ñ ïðîåê-

òèâíîé ãåîìåòðèåé. Ìû æå äåëàåì ïîïûòêó ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîëÿðíûì ñîîòâåòñòâèåì è âîñïîëüçî-

âàòüñÿ åãî ñâîéñòâàìè áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Ââåäåì íóæíûå íàì îïðåäåëåíèÿ

è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ôèêñèðîâàíà òî÷êà O è îêðóæíîñòü ω ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â O.

Îïðåäåëåíèå.Äëÿ êàæäîé òî÷êèX ̸= O íà ëó÷å OX ñòðîèì òàêóþ òî÷êóX ′, ÷òî OX ·OX ′ = R2.

(Ãîâîðÿò, ÷òî X ′ è X èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω.) ×åðåç òî÷êó X ′ ïðîâåäåì ïðÿìóþ x,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ OX ′. Ïðÿìàÿ x íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè X, à òî÷êà X íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì

ïðÿìîé x. Ñîîòâåòñòâèå X ↔ x ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó òî÷êàìè, îò-

ëè÷íûìè îò O, è ïðÿìûìè, íå ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç O. Ýòî ñîîòâåòñòâèå è íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì

ñîîòâåòñòâèåì. (Íèæå îáîçíà÷àåì òî÷êè (ïîëþñû) áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, à èõ ïîëÿðû �

ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàëåíüêèìè áóêâàìè: A ↔ a, B ↔ b, C ↔ c, . . ..)

Óñòàíîâèòå äâà îñíîâíûõ ñâîéñòâà ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ.

Ï1. (Äâîéñòâåííîñòü.) A ∈ b ⇐⇒ B ∈ a.

Ï2. Ïóñòü äâå ñåêóùèå m è l, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A (A /∈ ω), ïåðåñåêàþò ω â òî÷êàõ M1, M2

è L1, L2. Òîãäà M1L1 ∩M2L2 ∈ a èëè M1L1 ∥ M2L2 ∥ a.1

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôàêòû.

Â1. Åñëè A ∈ ω, òî a � ýòî êàñàòåëüíàÿ ê ω, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç A.

Â2. Åñëè òî÷êà A ðàñïîëîæåíà âíå îêðóæíîñòè ω, òî a ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ ñ ω êàñàòåëü-

íûõ, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç A.

Â3. Åñëè O,A,B íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî a ∩ b ↔ AB.

Â4. Òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ⇐⇒ a, b, c ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó èëè ïàðàëëåëüíû.

Çàäà÷è.

1. Äàíû îêðóæíîñòü ω è ïðÿìàÿ l, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê. Èç òî÷êè X, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî

ïðÿìîé l, ïðîâîäÿòñÿ êàñàòåëüíûå XA, XB ê ω. Äîêàæèòå, ÷òî âñå õîðäû AB èìåþò îáùóþ

òî÷êó.

2. (Ñèììåòðè÷íàÿ áàáî÷êà) à) Äàíà òî÷êà A íà äèàìåòðå BC ïîëóîêðóæíîñòè ω. Òî÷êè X,Y íà

ω òàêîâû, ÷òî ∠XAB = ∠Y AC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå XY ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó èëè

ïàðàëëåëüíû.

á) Òî÷êè A è A′ èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω, ïðè÷åì A′ � âíóòðè ω. ×åðåç A′ ïðî-
âîäÿòñÿ õîðäû XY . Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âïèñàííîé è îäíîé èç âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé

òðåóãîëüíèêà AXY ôèêñèðîâàííûå. (Ñ. Ìàðêåëîâ, ñì. êíèãó Øàðûãèí, Ãåîìåòðèÿ 9�10.)

3. (Îñíîâíîå ñâîéñòâî ñèìåäèàíû) Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðî-
âåäåííûå ÷åðåç òî÷êè B è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî AP � ñèìåäèàíà (ïðÿìàÿ,

ñèììåòðè÷íàÿ ìåäèàíå AM îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà A).

4. (Ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê) Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ω.
Èçâåñòíî, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ω, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé BD èëè

ïàðàëëåëüíû BD. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ω, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ B è D, ïåðåñåêàþòñÿ
íà ïðÿìîé AC èëè ïàðàëëåëüíû AC.

Â ñëåäóþùèõ òðåõ çàäà÷àõ äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå P , ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD � â òî÷êå R, ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí BC è DA � â òî÷êå

Q.

1Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èëè âû÷èñëåíèåì. Åñëè äàæå ó Âàñ ñõîäó

íå ïîëó÷èëîñü ýòî äîêàçàòü, ìîæíî ïåðåéòè ê çàäà÷àì è ññûëàòüñÿ íà ýòî ñâîéñòâî.



5. (Âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê) Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì

O. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòâåðêà òî÷åê O, P , Q, R � îðòîöåíòðè÷åñêàÿ (òî åñòü êàæäàÿ òî÷êà �

îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â îñòàâøèõñÿ òðåõ).

6. (Îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê) Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè; K,

L, M , N � òî÷êè êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ ñòîðîí AB, BC, CD, DA ñîîòâåòñòâåííî; ïðÿìûå

KL è MN ïåðåñåêàþòñÿ � â òî÷êå S, à ïðÿìûå LM è NK � â òî÷êå T .

à) Äîêàæèòå, ÷òî Q, R, S, T ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

á) Äîêàæèòå, ÷òî KM è LN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P .

7. (Âïèñàííî-îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ω
ñ öåíòðîì I è âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω ñ öåíòðîì O.

à) Äîêàæèòå, ÷òî O, I, P ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

á) Çàôèêñèðóåì ω è Ω è ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè ABCD, îïèñàííûå îêîëî
îêðóæíîñòè ω è âïèñàííûå â îêðóæíîñòü Ω (ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîíñåëå, åñëè õîòÿ áû îäèí òàêîé

÷åòûðåõóãîëüíèê ñóùåñòâóåò, òî òàêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî). Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ âñåõ òàêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ òî÷êè P ñîâïàäàþò, à òàêæå, ÷òî ïðÿìûå QR ñîâïàäàþò.

8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AHa, BHb è CHc, ïåðåñåêàþùèåñÿ â

òî÷êå H. Ïðÿìûå HaHc è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ DH ïåðïåíäè-

êóëÿðíà ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû B.

9. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êîòîðîãî êàñàåòñÿ ñòîðîí AC è AB â òî÷êàõ B1

è C1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ C íà áèññåêòðèñó óãëà ABC ëåæèò íà B1C1.

10. Â îêðóæíîñòè ôèêñèðîâàíà õîðäà MN . Äëÿ êàæäîãî äèàìåòðà AB ýòîé îêðóæíîñòè ðàññìîò-

ðèì òî÷êó, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå AM è BN , è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå ïðÿìóþ l, ïåðïåí-
äèêóëÿðíóþ AB. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå l ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. (Å. Êóëàíèí, Òóðíèð
ãîðîäîâ 1991 ã.)


