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Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Íàïîëåîíà ãëàñèò, ÷òî öåíòðû ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà
ñòîðîíàõ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âíå åãî, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

Ïðåäëàãàåì äëÿ ðåøåíèÿ ñåðèþ çàäà÷, âíåøíå íå èìåþùèõ íèêàêîé ñâÿçè ñ òåîðåìîé Íàïîëåîíà.
Ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è ëþáûìè ìåòîäàìè, à çàòåì ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îáîáùåíèåì òåîðåìû Íàïîëåîíà
è ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ çàäà÷ êàê ñëåäñòâèÿ ýòîãî ñèëüíîãî ôàêòà.

Çàäà÷è.

1. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàììà âíå åãî, ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíàìè êâàäðàòà.

2. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïåöèè ABCD ïîñòðîåíû òðåóãîëüíèêè ABE è CDF òàê, ÷òî AE ∥ CF
è BE ∥ DF . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè E ëåæèò íà ñòîðîíå CD, òî F ëåæèò íà ñòîðîíå AB.

3. à) Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, âòîðè÷íî
ïåðåñåêàþùàÿ ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå C, à âòîðóþ � â òî÷êå D (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè
C è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè A). Ïóñòü M è N � ñåðåäèíû äóã BC è BD, íå
ñîäåðæàùèõ òî÷êó A, à K � ñåðåäèíà îòðåçêà CD. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë MKN ïðÿìîé. (Ä.
Òåðåøèí. Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà 1997 ã.)

á) Êðóã ïîäåëèëè õîðäîé AB íà äâà êðóãîâûõ ñåãìåíòà è îäèí èç íèõ ïîâåðíóëè âîêðóã òî÷êè
A íà íåêîòîðûé óãîë. Ïóñòü ïðè ýòîì ïîâîðîòå òî÷êà B ïåðåøëà â òî÷êó D. Äîêàæèòå, ÷òî
îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû äóã ñåãìåíòîâ ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà BD, ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã
äðóãó. (Ç. Íàñûðîâ. Çàäà÷íèê

”
Êâàíòà“ �2, 1992 ã.)

4. ×åðåç âåðøèíó A òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû ïðÿìûå l1 è l2, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî
áèññåêòðèñû óãëà A. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè òî÷åê B è C íà l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî, ñåðåäèíà
ñòîðîíû BC è îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû A, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

5. Âî âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, òî÷êè K è M �
ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD, òî÷êè L è N � ïðîåêöèè E íà BC è AD. Äîêàæèòå, ÷òî KM ⊥ LN .

6. Ïî äâóì îêðóæíîñòÿì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êàõ P è Q, îäíîâðåìåííî íà÷àëè äâèæåíèå ñ ðàâ-
íûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè èç òî÷êè P äâà âåëîñèïåäèñòà A è B: îäèí åäåò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
äðóãîé � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Äîêàæèòå, ÷òî A è B âñå âðåìÿ ðàâíîóäàëåíû îò ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè. (Çàäà÷à î âåëîñèïåäèñòàõ, ñëó÷àé äâèæåíèÿ â ðàçíûå ñòîðîíû. Í. Âàñèëüåâ, È.
Øàðûãèí. Çàäà÷íèê

”
Êâàíòà“ �12, 1979 ã.)

7. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà K � ñåðåäèíà AC. Íà ñòîðîíàõ AB è BC êàê íà
îñíîâàíèÿõ âíóòðü òðåóãîëüíèêà ïîñòðîåíû ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ABM è BCN òàê,
÷òî AM = BM , ∠AMB = ∠AKB è BN = CN , ∠BNC = ∠BKC. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü,
îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà MNK, êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC. (À. Àíòðîïîâ, Ì. Óðüåâ. XVII-é
êóáîê ïàìÿòè Êîëìîãîðîâà, çàäà÷íèê

”
Êâàíòà“ �2, 2015 ã.)

8. Íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè A1, B1, C1 òàê, ÷òî AA1, BB1 è CC1

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïðè îòðàæåíèè A1, B1, C1 îòíîñèòåëüíî ñòîðîí BC, CA, AB
ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ òî÷êè A2, B2, C2. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2

ïîäîáíû. (À. Çàñëàâñêèé. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îëèìïèàäà èì. È.Ô. Øàðûãèíà 2009 ã.)



Ôîðìóëèðîâêà îáîáùåííîé òåîðåìû Íàïîëåîíà.

×åðåç ∠(⃗a, b⃗) áóäåì îáîçíà÷àòü óãîë ïîâîðîòà îò âåêòîðà a⃗ äî âåêòîðà b⃗, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè; ýòîò óãîë îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ 2πk, k ∈ Z.
Ïóñòü íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû òàêèå òðåóãîëüíèêè (âîçìîæíî âûðîæäåííûå)
BCA1, CAB1, ABC1, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) ∠(−−→A1B,
−−→
A1C) + ∠(−−→B1C,

−−→
B1A) + ∠(−−→C1A,

−−→
C1B) = 0;

2) AB1 ·BC1 · CA1 = BA1 · CB1 ·AC1.

Òîãäà óãëû òðåóãîëüíèêà A1B1C1 íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ:

∠(−−−→A1C1,
−−−→
A1B1) = ∠(−−→BC1,

−−→
BA) + ∠(−→CA,

−−→
CB1);

∠(−−−→B1A1,
−−−→
B1C1) = ∠(−−→CA1,

−−→
CB) + ∠(−−→AB,

−−→
AC1);

∠(−−−→C1B1,
−−−→
C1A1) = ∠(−−→AB1,

−→
AC) + ∠(−−→BC,

−−→
BA1).

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1) è 2) óãëû òðåóãîëüíè-
êà A1B1C1 çàâèñÿò ëèøü îò óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC,
è íå çàâèñÿò îò óãëîâ ñàìîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Óñëîâèå òåîðåìû ìîæåò áûòü îïèñàíî òàê-
æå òàêèì èçÿùíûì îáðàçîì (ñì. [1]): ïóñòü äàíû òî÷êè M,N,P, T è íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà
ABC ñòðîÿòñÿ òðåóãîëüíèêè ABC1, BCA1, CAB1, ïîäîáíûå ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè ñîîòâåò-
ñòâåííî òðåóãîëüíèêàì MNT , NPT , PMT . Êîíñòðóêöèÿ èç îáîáùåííîé òåîðåìû Íàïîëåîíà
èíòåðåñíà, â íåé ìîæíî îáíàðóæèòü åùå íåñêîëüêî êðàñèâûõ ôàêòîâ, íàïðèìåð: îêðóæíîñòè
ABC1, BCA1, CAB1 è A1B1C1 èìåþò îáùóþ òî÷êó (îòñþäà ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå
â ýòîé êîíñòðóêöèè òðåóãîëüíèêè ABC1, BCA1, CAB1 è A1B1C1 ðàâíîïðàâíû).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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