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ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ, ÎÁÞÁÔÏÊ × Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÎÏÍÅÒÁÈ ÖÕÒÎÁÌÁ. ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÏÓÎÏ×-
ÎÏÍÕ ÔÅËÓÔÕ ×ÙÎÅÓÅÎÙ × ËÏÎÅÃ | × ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ.

§7. æÒÁÎÃÕÚÓËÁÑ+ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÁÑ ÐÏÍÏÝØ ÉÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÏÞÅË,
ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÅÈ ÐÏÉÓÔÉÎÅ ÉÚÕÍÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÅ-
ÏÒÅÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÁÊÄÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ1. íÅÎÑ, ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, × Ó×Ï£ ×ÒÅÍÑ ÏÎÉ ×ÐÅÞÁÔÌÉÌÉ
ÉÚÒÑÄÎÏ. çÏ×ÏÒÀ ÏÂ ÜÔÏÍ, ÏÔÎÀÄØ ÎÅ È×ÁÓÔÁÑÓØ É ÐÏÈ×ÁÌÑÑÓØ | ÔÁË ËÁË ÔÅÏÒÅÍÙ ÜÔÉ ÂÙÌÉ ÏÂÎÁ-
ÒÕÖÅÎÙ ÎÅ ÍÎÏÀ, Á (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ) ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÚÄÅÓØ ÕÖÅ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÍ ×ÙÄÁÀÝÉÍÓÑ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÍ
ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ öÁÎÏÍ-ðØÅÒÏÍ üÒÍÁÎÎÏÍ. ÷ÏÔ ËÁË ×Ó£ ÂÙÌÏ.

ðÏÌÕÞÉ× ËÌÀÞÅ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (ÓÍ. §6, õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.4) É ÓÏÏÂÒÁÚÉ×, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ, Ñ,
ÎÁÕÞÅÎÎÙÊ ÇÏÒØËÉÍ ÏÐÙÔÏÍ, ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÏÔÐÉÓÁÌ çÉÁÃÉÎÔÁÍ ÎÅ ÍÅÛËÁÑ. ÷ ÐÏÓÌÁÎÉÉ #20416 (ÓÍ.
[8]), Ñ ÏÐÉÓÁÌ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÒÉ×ÅÌ ÓÁÍÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ÄÁÖÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ2 É ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÓÑ, ÕÖÅ
ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ, ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÏ×ÉÚÎÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. é × ÓÍÙÓÌÅ ÎÏ×ÉÚÎÙ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÅ
ÐÏÄËÁÞÁÌÁ; ÏÄÎÁËÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÅÎÑ ÐÏÄËÁÒÁÕÌÉ×ÁÌÉ ÓÀÒÐÒÉÚÙ ÓÏ×ÓÅÍ ÉÎÏÇÏ ÒÏÄÁ. îÁÞÁÌÏÓØ Ó ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ÕÖÅ ÞÅÒÅÚ ÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ÞÁÓÙ ÏÔËÌÉËÎÕÌÓÑ ÆÅÅÒÉÞÅÓËÉÊ öÁÎ-ðØÅÒ. ÷ ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ #20417 ÏÎ
ÐÒÉ×£Ì ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÓÉÌØÎÏ ÐÏÒÁÚÉ×ÛÅÊ ÍÅÎÑ ôÅÏÒÅÍÙ 13, Á × ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ | É Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï | ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ × çÉÁÃÉÎÔÁÈ ÔÅÍÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ.

é ÔÏÇÄÁ ÍÎÅ ÐÏÄÕÍÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÅÐÌÏÈÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÉÓÎÕÔØ ÓÔÁÔÅÊËÕ | × Forum Geometricorum,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, | ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ×ÒÏÄÅ ÂÙ, ÎÁËÏÐÉÌÏÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

| ÷ÏÔ, | ÓÔÒÏÉÌ Ñ ÐÌÁÎÙ, | ÏÔÄÏÈÎÕ4 ÄÎÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÏÂÍÏÚÇÕÀ ×Ó£ ÈÏÒÏÛÅÎØËÏ, ÚÁÂØÀ ×
ËÏÍÐØÀÔÅÒ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÄÎÁÐÒÑÇÕÓØ, ÐÅÒÅÌÏÖÕ ÎÁ Ó×ÏÊ ÌÏÍÁÎÙÊ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ É ÏÔÐÒÁ×ÌÀ ÒÅÄÁËÔÏÒÕ
à. á ÒÅÄÁËÔÏÒ à, ÚÎÁÔÏË ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ É ÒÅÄÁËÔÏÒÓËÏÇÏ ÒÅÍÅÓÌÁ, ÒÁÚÂÅÒ£ÔÓÑ, É, ËÁË
ÏÎÏ ÂÙ×ÁÌÏ ÒÁÎÅÅ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ, ÐÅÒÅ×ÅÄÅÔ Ó ÍÏÅÇÏ ÌÏÍÁÎÏÇÏ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ.

ïÄÎÁËÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÐÏ×ÅÒÎÕÌÉÓØ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁÐÒÑÇÁÔØÓÑ É ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÎÅ ÐÒÉÛÌÏÓØ.
þÅÒÎÏ×ÉË ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÖÅ ÇÏÔÏ×ÏÊ ÓÔÁÔØÉ [9] (×ËÕÐÅ Ó ÐÁÒÏÊ ÄÅÓÑÔËÏ× ÐÉÓÅÍ) ÏÖÉÄÁÌ ÍÅÎÑ ÎÁ

ÐÏÞÔÏ×ÏÍ ÑÝÉËÅ Yahoo, ËÏÔÏÒÙÊ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÚÁ×ÏÄÉÌÓÑ ÐÒÉ ÒÅÇÉÓÔÒÁÃÉÉ ÎÁ ÓÁÊÔÅ çÉÁÃÉÎÔÏ×, É ×
ËÏÔÏÒÙÊ Ñ, ÐÏ×ÉÎÕÑÓØ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÓÍÕÔÎÙÍ ÎÁÉÔÉÑÍ, ÄÏÇÁÄÁÌÓÑ ÚÁÇÌÑÎÕÔØ5 ÌÉÛØ ÄÎÅÊ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔØ
ÓÐÕÓÔÑ ÐÏÓÌÅ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÑ ÎÁ ÓÁÊÔÅ çÉÁÃÉÎÔÏ× Ó ÐÏÓÌÁÎÉÅÍ #20424, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÍÎÅ ÐÏËÁÚÁÌÏÓØ,
ÚÁËÒÙÌÏ ÔÅÍÕ.

îÅ ÔÕÔ-ÔÏ ÂÙÌÏ. ëÁË ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ðÏÌÅÍ à,
öÁÎÏÍ-ðØÅÒÏÍ üÒÍÁÎÎÏÍ É ÉÓÐÁÎÓËÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ çÁÒÓÉÑ ëÁÐÉÔÁÎÏÍ (ÎÅ Õ×ÅÒÅÎ × ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÒÁÎÓËÒÉÐÃÉÉ) ×Ó£ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÉ ×ÅÓÔÉÓØ, ÔÏÌØËÏ ÕÖÅ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉ×ÛÉÓØ ×
ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ÐÏÞÔÏ×ÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Yahoo | ÐÏÓËÏÌØËÕ ðÏÌÀ à ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏ-
ÓÔÉ ÃÅÎÔÒÏ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ËÏÎÉË ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÐÏÎÒÁ×ÉÌÁÓØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÏÓÞÉÔÁÌ Å£
ÄÏÓÔÏÊÎÏÊ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏÊ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ × Ó×ÏÅÍ ÖÕÒÎÁÌÅ6. ëÏÐÉÉ ÐÉÓÅÍ ÉÓÐÒÁ×ÎÏ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÏÔ-
ÓÙÌÁÌÉÓØ É ÍÎÅ, ÎÏ ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØ (× ÓÉÌÕ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×) ÄÏ ÐÏÒÙ { ÄÏ ×ÒÅÍÅÎÉ
ÂÅÚÏÔ×ÅÔÎÙÍÉ. ëÏÇÄÁ ÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ | ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÂÙÌÏ ÕÖÅ ÎÅ
ÎÁ ÞÔÏ | Ñ ÂÙÌ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÐÅÒÅÄ ÌÉÃÏÍ Ó×ÅÒÛÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÆÁËÔÁ7, É ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ
ËÏÌÌÅÇÁÍ (×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÚÁÄÁÞÅÎÎÙÍ8) ÐÒÉÞÉÎÙ ÍÏÅÇÏ ÓÔÏÌØ ÚÁÔÑÎÕ×ÛÅÇÏÓÑ ÍÏÌÞÁÎÉÑ.

ôÁËÏ×Á ÉÓÔÏÒÉÑ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÓÔÁÔØÉ [9]9. îÁ ÜÔÏÍ �ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂÚÏÒ� ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ É
×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Jean-Pierre Ehrmann). ôÏÞËÉ P1; P2; P3, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÕÔØ ÔÏÞËÉ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÃÅÎÔÒÏÉÄÁ G) ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌ10: ðÅÒ×ÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ÐÒÏÈÏ-
ÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÁÎÔÉÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á′B′C ′, ÃÅÎÔÒÏÉÄ G É ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎ-
ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

òÉÓ. 1

üÔÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ | ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ëÉÐÅÒÔÁ ÁÎÔÉÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á′B′C ′, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ËÕÞÅÊ ×ÓÑËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× | ÓÍ. [1], [7]. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,
Á ÃÅÎÔÒÏÍ Å£ ÓÌÕÖÉÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÏÞËÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ S (X99 × [5], Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-
ÍÉ ( 1

b2−c2 : ::: : :::), ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ
ÓÄ×ÉÇÁÍÉ) | ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ á÷ó ÜÌÌÉÐÓÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ
Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.

ôÁËÖÅ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÎÔÉÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ) ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ O′K ′ É, (ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÁËÉÈ
ÔÏÞÅË ò , ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ò , ÉÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÉ ÅÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ Pm É ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÅÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎ-
ÎÁÑ Pl11 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, [7].

÷ÔÏÒÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÏÉÄ G É ÔÏÞËÕ
ìÅÍÕÁÎÁ ë.



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÏËÏÎÞÁÎÉÅ) 43

òÉÓ. 2

üÔÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ (ÎÅ ÂÕÄÕÞÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÚÎÁÞÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÉÍ �ÚÁÒÑÄÏÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ� × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,
ÕËÁÖÅÍ ÎÁ ÔÒÏÊËÕ ÚÁÎÑÔÎÙÈ ÆÁËÔÏ×, Ó ÎÅÀ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÎÁ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÈÏ-
ÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ðÁÒÒÉ ò (X111 × [5], Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ( a2

b2+c2−2a2 : ::: : :::)), ËÏÔÏÒÁÑ,
ÂÕÄÕÞÉ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ GK, ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ
É ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÃÅÎÔÒÏÍ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ X1084 × [5], Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a4 (

b2 − c2)2 : ::: : :::).
÷ ÔÒÅÔØÉÈ, ÓÁÍÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ GK12.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ ò | ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ôÏ, ÞÔÏ
ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ, × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ G, ÕÖÅ ÂÙÌÏ
ÐÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÎÅÅ, ÓÍ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.7 §6. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ò ÉÍÅÅÔ ÎÅËÉÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÙ (p : q : r).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ËÌÀÞÅ×ÏÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

p
(q + r) a2 = q

(r + p) b2 = r
(p+ q) c2 :

ôÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:




f = c2q (p+ q)− b2r (r + p) = 0
g = a2r (r + q)− c2p (p+ q) = 0
h = b2p (p+ r)− a2q (q + r) = 0

óÌÏÖÉ× ×ÓÅ ÔÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÑ ÎÅÓÌÏÖÎÕÀ ÐÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

0 = f + g + h =
(
b2 − c2) p2 +

(
c2 − a2) q2 +

(
a2 − b2

)
r2:

á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ò ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
(
b2 − c2)u2 +

(
c2 − a2) v2 +

(
a2 − b2

)
w2 = 0:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË

G (1 : 1 : 1) ; A′ (−1 : 1 : 1) ; B′ (1 : −1 : 1) ; C ′ (1 : 1 : −1) ; I (a : b : c)
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ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ | É ÐÏÔÏÍÕ ÜÔÁ ËÏÎÉËÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒ×ÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ13.
óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a2f + b2g+ c2h = 0 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ

ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó É ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

a2 (
b2 − c2) vw + b2

(
c2 − a2)wu+ c2 (

a2 − b2
)
uv = 0:

îÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË G (1 : 1 : 1) É K
(
a2 : b2 : c2) ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒ×ÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÐÁÒÕ
ÐÒÑÍÙÈ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÓÏÔÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÕÀ Ë ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ, Á ×ÔÏÒÁÑ |
ÓÔÏÒÏÎÕ ÁÎÔÉÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ.

÷ÔÏÒÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ÔÁËÖÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÕ ÖÅ
×ÙÓÏÔÕ, Á ×ÔÏÒÁÑ | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÁÂÏÔÁÅÔ� É × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÉÓ. 3

ôÅÏÒÅÍÁ 2. (Jean-Pierre Ehrmann É Co14). ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ P1; P2, P3,
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ:

(1) X110 ([5]) | ÆÏËÕÓ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ëÉÐÅÒÔÁ, Ô. Å. ÐÁÒÁÂÏÌÙ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó, ÄÉ-
ÒÅËÔÒÉÓÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. üÔÕ ÔÏÞËÕ (ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ
ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÏÔÒÁÖÁÑ ÐÒÑÍÕÀ üÊÌÅÒÁ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÅËÕÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ × ÎÅÊ. ëÒÏÍÅ
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ÔÏÇÏ, X110 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÐÏÄÏÍ (Ô. Å., ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ) ÔÏÞËÉ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ;

(2) X111 ([5]) | ÔÏÞËÁ ðÁÒÒÉ (Parry point), ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÎÁ, ËÁË ÕÖÅ
ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÑÍÏÊ
GK;

(3) X147 ([5]) | ÔÏÞËÁ ôÁÒÒÉ (Tarry point) ÁÎÔÉÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′B′C ′. ïÎÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′B′C ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É
ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ ÖÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ëÉÐÅÒÔÁ | Ô. Å. ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÇÉÐÅÒÂÏÌ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×
ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.

(4) X148 ([5]) | ÔÏÞËÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÁÎÔÉÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′B′C ′. üÔÏ | ÞÅÔ×ÅÒ-
ÔÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′B′C ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ
ÎÅÇÏ ÖÅ ÜÌÌÉÐÓÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ (ÓÍ. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.5). ðÒÉ ÜÔÏÍ X147 É X148 | ÁÎÔÉÐÏÄÙ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ A′B′C ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅ ÖÅ ÉÄÅÉ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1.

(á ×ÏÔ ÐÏÐÙÔËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × �ÌÏÂ�, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÔÏÞÅË P1; P2; P3 (ÔÁËÏÅ ÅÓÔØ | ÓÍ. [4], [7]), ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÐÒÉ×ÅÌÁ ÂÙ Ë ÓÅÒØÅÚÎÙÍ
×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑÍ | ÕÖ ÂÏÌØÎÏ ÔÑÖÅÌÏ×ÅÓÎÙ ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ15!)

á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÓÔ×Ï (ÐÒÁ×ÄÁ, ÂÏÌÅÅ ÚÁÔÅÊÌÉ×ÏÅ):

a2(c2 − a2)(a2 − b2)f + b2(a2 − b2)(b2 − c2)g + c2(b2 − c2)(c2 − a2)h = 0:

üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÐÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:

(a2 − b2)(b2 − c2)(c2 − a2)(a2yz + b2zx+ c2xy) + (x+ y + z) · (:::) = 0;

ÇÄÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓËÏÂËÁÈ (:::) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ:

b2c2(b2 − c2)(b2 + c2 − 2a2)x+ c2a2(c2 − a2)(c2 + a2 − 2b2)y + a2b2(a− b2)(a2 + b2 − 2c2)z:

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÉÐÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

a2yz + b2zx+ c2xy − (x+ y + x)(u0x+ v0y + z0x) = 0;

Á ÏÎÉ-ÔÏ É ÚÁÄÁÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [4],[7]).
ôÅÐÅÒØ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(
a2yz + b2zx+ c2xy

)
= 0 ÚÁÄÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÓÍ. [4],[7]) É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË X110 É X111 �ÏÂÎÕÌÑÀÔ�
ÐÅÒ×ÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ, ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ
ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÉÈ ÔÏ-
ÞÅË ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (:::) = 0 (ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÑÍÕÀ), ×ÅÄØ
(ÓÍ.[5]):

X110 =
( a2

b2 − c2 : b2
c2 − a2 : c2

a2 − b2
)

É
X111 =

( a2

b2 + c2 − 2a2 : b2
c2 + a2 − 2b2 : c2

a2 + b2 − 2c2

)
:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÅÝ£ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÔÏÞËÁÍÉ X147 É X148.
úÄÅÓØ, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÎÅËÉÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÓÔÒÏÕÍÎÙÊ ÔÒÀË, ÍÏÖÎÏ ÓÞ�ÁÓÔÌÉ×Ï ÉÚÂÅÖÁÔØ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÄ-

ÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÁËÖÅ, ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÓÁÈÁÒÎÙÈ) ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÊÄÅÎ-
ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÂÕË×ÏÊ !). á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !0, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ
ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ H− 1

2
G . ôÏÇÄÁ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏ, ! ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ !0 ÐÏÓÒÅÄ-

ÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ H−2
G . ÷ÓÐÏÍÎÉ× ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ ÉÚ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.5 (ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ
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Ä×Å ÔÏÞËÉ Q É Q′, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

Q = (p : q : r) ; Q′ = (q + r − p : r + p− q : p+ q − r) :

ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÃÅÎÔÒÏÉÄÅ G É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ −2 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ Q × Q′ :
Q′ = H−2

G (Q)), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ:
ôÏÞËÁ P (x : y : z) ∈ !0 ⇔ P ′ (y + z − x : z + x− y : x+ y − z) ∈ !.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !0 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÅÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

! ÓÏ×ÅÒÛÉÍ ÚÁÍÅÎÙ
(x↔ y + z − x; y ↔ z + x− y; z ↔ x+ y − z) :

é, ÐÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ !0:

2
(
b2 − c2) (

c2 − a2) (
a2 − b2

) (
a2yz + b2zx+ c2xy

)− (x+ y + z) · (:::) = 0;

ÇÄÅ

(:::) = a2 (
b2 − c2) (

b4 + c4 − a2 (
b2 + c2))x+

+ b2
(
c2 − a2) (

c4 + a4 − b2
(
c2 + a2)) y + c2 (

a2 − b2
) (
a4 + b4 − c2 (

a2 + b2
))
z:

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÕÄÁÓÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ: ÔÏÞËÁ

X98( 1
b4 + c4 − a2 (b2 + c2) : 1

c4 + a4 − b2 (c2 + a2) : 1
a4 + b4 − c2 (a2 + b2))

| ÔÏÞËÁ ôÁÒÒÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÓÍ. [5], É ÅÅ ÁÎÔÉÐÏÄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÔÏÞËÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ X99( 1

b2−c2 : 1
c2−a2 : 1

a2−b2 ), ÓÍ. [5], ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 2
ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ. ÷ÅÄØ ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ
ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË (ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ H−2

G ), Ô. Å. ËÁË ÒÁÚ ÔÏÞËÉ X147 É X148.
îÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÔÏÞËÉ X98 ÉX99 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁ-

ÎÏ×ËÅ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(
a2yz + b2zx+ c2xy

)
ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÕÌØ. ÷ ÔÏÍ ÖÅ, ÞÔÏ É ÓËÏÂËÁ

(:::) ÔÁËÖÅ �ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ�, ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (Jean-Pierre Ehrmann É Co). ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÁÍÉ P1; P2; P3, ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ôÕËÅÒÏ×ÙÈ. éÈ ÃÅÎÔÒÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÐÒÑ-
ÍÏÊ ïë (ï | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ), ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ
ÏÓÉ âÒÏËÁÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÒÉÓ. 4.

ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ôÕËÅÒÁ | ÜÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ
ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ôÕËÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÷ó (ÉÌÉ ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÕÀ ÔÏÞËÕ á1 É ÉÚ ÎÅÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÍ ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌØ16 Ë ÓÔÏÒÏÎÅ áó. ðÕÓÔØ ÏÎÁ
ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ á÷ (ÉÌÉ ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ó2. éÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØ Ë ÷ó É ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÕ ÷2 ÅÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó áó. äÁÌÅÅ, ÞÅÒÅÄÕÑ ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌÉ Ó
ÐÁÒÁÌÌÅÌÑÍÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÝÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ (ÉÌÉ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó,
ÐÒÉÞÅÍ ÛÅÓÔÏÊ ÛÁÇ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÎÅÔ ÎÁÓ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ á1 (Ô. Å. ÐÒÏÃÅÓÓ ÚÁÍÙËÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÎÅÊ). ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË É ÅÓÔØ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ôÕËÅÒÁ. ïËÏÌÏ ÎÅÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ
ÏÐÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Á ÅÇÏ ÔÒÉ ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÒÉÓ. 5.
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òÉÓ. 4

òÉÓ. 5

ë ôÕËÅÒÏ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÐÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ (ËÏÇÄÁ ÍÙ ÐÒÏ×ÏÄÉÍ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÕ ìÅÍÕÁÎÁ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ, Á ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌÉ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ìÅÍÕÁÎÁ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ôÅÊÌÏÒÁ.

(ïÂÏ ×ÓÅÍ ÜÔÏÍ É Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ôÕËÅÒÁ | ÓÍ. [6]; [2], Ú. 5.158{
5.162).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÐÏÓÔÒÏÅÎ-
ÎÙÈ ÎÁÍÉ ËÏÎÉË AbAcBaBcCaCb ÐÒÑÍÙÅ AbAc, BaBc, CaCb ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ
ÐÒÑÍÙÍ ÷ó, óá, á÷, ÒÉÓ. 6.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ á É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÏÍ k = AA1

PA1
. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ò÷ó × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A1AcAb, ÏÔËÕÄÁ

ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ AbAc É ÷ó.
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ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
úÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÓÅËÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ

ËÁË ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÉË.

P

òÉÓ. 6

ïÄÎÁËÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:
åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×ÙÓÅËÁÅÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ (ÉÌÉ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

á÷ó ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË AbAcBaBcCaCb ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ AbAc; BaBc; CaCb ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÐÒÑÍÙÍ ÷ó, óá, á÷, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ôÕËÅÒÏ×ÙÍ,
ÒÉÓ. 7.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÑÍÁÑ BaAb ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
á÷ (ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ä×ÕÈ ÐÁÒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ).

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∠óAbBa = ∠ABC, ∠CBaAb = ∠BAC.
÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ∠A, ∠B, ∠C | ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ' = ∠óAbBa,  = ∠CBaAb, � = ∠CbBcA.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÁÐÅÃÉÑ, ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÒÁ×ÎÏÂÏËÁÑ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÅÔ×ÅÒËÉ

ÔÏÞÅË ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ AbAcBaBcCaCb ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÏÂÏËÉÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ.
éÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÔÒÁÐÅÃÉÉ AbBaBcCb ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ  + ∠C = � + ∠A (ÍÙ ÅÝÅ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ-

×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÒÁ×ÎÙ).
òÁ×ÎÏÂÏËÏÓÔØ ÔÒÁÐÅÃÉÉ AÓóaBcCb ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÐÅÒÅËÉÎÕÔØ� ÕÇÏÌ � ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ (×ÅÒÈÎÅÊ) ÞÁÓÔÉ
ÔÒÁÐÅÃÉÉ × ÌÅ×ÕÀ (ÎÉÖÎÀÀ). á ÔÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ AÓóaBaAb ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
'+ ∠C = �+ ∠B. ÷ÙÞÔÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÅÒ×ÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ '− = ∠B−∠A. á ÔÅÏÒÅ-
ÍÁ Ï ÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ CAbBa É á÷ó, ×ÅÄÅÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
'+  = � − ∠C = ∠A+ ∠B.
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òÉÓ. 7

ðÒÉÛÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÓÉÓÔÅÍÅ:
{
'+  = ∠A+ ∠B
'−  = ∠B − ∠A :

òÅÛÉ× ÅÅ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ' = ∠B,  = ∠A, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
îÁËÏÎÅÃ, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ×ÓÑËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ôÕËÅÒÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ

á÷ó, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉ âÒÏËÁÒÁ ïë ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ([2] | 5.160, [6]).

§8. óÌÕÞÁÊ ËÁÓÁÎÉÑ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÉÄÁ s2− qr = 0, s2− rp = 0, s2−pq = 0, ×ÏÚÎÉËÛÉÅ ËÁË ÎÅËÉÅ

�ÐÏÂÏÞÎÙÅ� ÐÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ × §5 (ÓÍ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.3).
äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ

×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á. ôÏÇÄÁ, ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍ ÂÁ-

ÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (s = p+ q + r = 1), ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
{

1 = qr
1 = rp ⇒ qr = rp⇒ p = qÉ (p+ q + r)2 = qr ⇒

⇒ p2 + q2 + r2 + 2qr + 2rp+ 2pq = qr ⇒ 4p2 + 3pr + r2 = 0:
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òÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ � = 9r2 − 16r2 = −7r2 < 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÔÒÅÈ, ÓËÁÖÅÍ, s2 − qr = 0.
ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ w

p = u
r É u

q = v
p , ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ (ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ É v
r = w

q . úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ËÁË É ÒÁÎÅÅ, É ÐÏÌÕÞÉÍ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÓÅ ÔÅ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÁ×ÄÁ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ
ÎÁ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÉÄÁ s2 − qr = 0.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ Ca É Ba ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, Ô. Å. ÞÔÏ ÎÁÛÉ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ ÷ó × ÜÔÏÊ �ÓÄ×ÏÅÎÎÏÊ� ÔÏÞËÅ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

Ca = (0 : s : −r) = (0 : −qs : qr) =
(
0 : −qs : s2) = (0 : −q : s) = Ba:

é ÏÂÒÁÔÎÏ,
Ca = (0 : s : −r) = (0 : −q : s) = Ba ⇒ −sq = −rs ⇒ s2 = qr:

îÏ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁÓÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÌÉÛØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ
ÔÏÞËÅ P3.

òÉÓ. 8

á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.1. åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï s2 − qr = 0, ÔÏ ËÁÓÁÎÉÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÷ó ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ P3, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ
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ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÊ ËÁÓÁÎÉÑ. éÈ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ x3 + 2x2y+ 2y2x+ y3 − x2 − y2 = 0, ÇÄÅ 0 < x = b2

a2 < 1 É 0 < y = c2
a2 < 1

(Ô. Å. ÓÔÏÒÏÎÁ ÷ó ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ × ÔÁËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÕÄÏÂÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ × ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ | ×ÅÄØ ÉÍÅÎÎÏ × ÎÉÈ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Pk (k = 1; 2; 3):

Pk =
(
pk = 1

1 + p′k
: qk = 1

1 + q′k
: rk = 1

1 + r′k

)
;

ÇÄÅ

p′k = C
a2 sin

('+ 2� (k − 1)
3

)
; q′k = C

b2 sin
('+ 2� (k − 1)

3

)
; r′k = C

c2 sin
('+ 2� (k − 1)

3

)

É
C = 2√

3
√
a2b2 + b2c2 + c2a2;

' = arcsin
(−8a2b2c2C−3) = arcsin

(
−3
√

3 a2b2c2

(a2b2 + b2c2 + c2a2)
√
a2b2 + b2c2 + c2a2

)
:

(ïÔËÕÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÉ '1 ∈ (−�
6 ; 0

) ⇒ sin'1 ∈ (−1
2 ; 0

)
, '2 ∈ (�

2 ; 2�
3

) ⇒
⇒ sin'2 ∈

(√
3

2 ; 1
)

, '3 ∈
(�

2 ; 2�
3

) ⇒ sin'3 ∈
(
−
√

3
2 ;−1

2

)
, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊ-

ÛÅÍ).
éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ qkrk = 1 ⇔ 1

1+q′k
· 1

1+r′k
= 1 ⇔ (1 + q′k) (1 + r′k) = 1 ⇔ q′k + r′k =

= −q′k · r′k. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ k = 2 ÉÍÅÅÍ q′2 > 0 É r′2 > 0, ÔÏÞËÕ P2 ÓÒÁÚÕ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, ÉÂÏ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÎÅÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

á ÐÒÉ k = 1 ÉÌÉ k = 3 ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÍ ×ÉÄÅ:

q′k + r′k = −q′k · r′k ⇔
ó
b2 sin'k + C

c2 sin'k = −C
2 sin2 'k
b2c2 ⇔ b2 + c2

C = − sin'k;

Á ÚÁÔÅÍ ÉÚÂÁ×ÉÍÓÑ ÏÔ ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÉÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ. ðÒÉ k = 1 ÐÏÌÕÞÉÍ:

b2 + c2

C = − sin'1 = − sin(1
3 arcsin −8a2b2c2

C3 ) = sin(1
3 arcsin 8a2b2c2

C3 );

ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ××ÉÄÕ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ sinx É arcsinx. é, ÔÁË ËÁË −'1 ∈ (
0; �6

) ⊂
⊂ (−�

2 ; �2
)
, ÔÏ

b2 + c2

C = sin(1
3 arcsin 8a2b2c2

C3 ) ⇔ arcsin
(b2 + c2

C

)
= 1

3 arcsin 8a2b2c2

C3 ⇔

⇔ 3 arcsin
(b2 + c2

C

)
= arcsin 8a2b2c2

C3 :

�ðÒÏÓÉÎÕÓÉÒÏ×Á×� ÔÅÐÅÒØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌÙ sin 3' =
= 3 sin'− 4 sin3 ', ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÉÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ
P1 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ:

⇒ 3b
2 + c2

C − 4
(
b2 + c2)3

C3 = 8a
2b2c2

C3 ⇔ 3C2 (
b2 + c2)− 4

(
b2 + c2)3 = 8a2b2c2 ⇔

⇔ 4
(
a2b2 + b2c2 + c2a2) (

b2 + c2)− 4
(
b2 + c2)3 = 8a2b2c2:
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ðÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ 4, ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ a6 É ÚÁÍÅÎÙ x = b2
a2 ; y = c2

a2 ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ËÕÂÉËÉ, Ô.Å., ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ:

(x+ y)3 − (x+ y + xy) (x+ y) + 2xy = 0 ⇔ x3 + 2x2y + 2y2x+ y3 − x2 − y2 = 0:

é ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ P3 ÐÒÉ k = 3:

b2 + c2

C = − sin(1
3(arcsin −8a2b2c2

C3 + 4�);

ÐÒÉÞ£Í
'3 ∈

(�
2 ;

2�
3

)
⊂

(�
2 ;

3�
2

)
:

úÎÁÞÉÔ,

− arcsin
(b2 + c2

C

)
= � − 1

3

(
arcsin −8a2b2c2

C3 + 4�
)

=

= −1
3

(
arcsin −8a2b2c2

C3 + �
)

= 1
3

(
arcsin 8a2b2c2

C3 − �
)
;

Ô. Å.
arcsin

(b2 + c2

C

)
= 1

3

(
− arcsin 8a2b2c2

C3 + �
)
;

Ô. Å.
3 arcsin

(b2 + c2

C

)
= − arcsin 8a2b2c2

C3 + �:

á ÐÏÓËÏÌØËÕ sin (� − ') = sin', ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×Ó£ ÔÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ.
éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ17 ËÒÉ×ÕÀ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

Ax3 + 3Bx2y + 3Cxy2 +Dy3 + 3Ex2 + 6Fxy + 3Gy2 + 3Hx+ 3Ky + L = 0

(Á × ÎÁÛÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ: A = D = 1, B = C = 2
3 , E = G = −1

3 , F = H = K = L).
ôÁËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ ×ÅÌÉËÉÊ éÓÁÁË îØÀÔÏÎ. ïÎ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ É Ó×ÏÀ

ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ ÒÏÌØ × ÜÔÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÉÇÒÁÅÔ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ A+ 3Bk+ 3Ck2 +Dk3 = 0 | ×ÉÄ ËÒÉ×ÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÙÈ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ É ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

äÌÑ ÎÁÛÅÊ ËÕÂÉËÉ ÏÎÏ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË: 1 + 2k + 2k2 + k3 = 0 ⇔ (k + 1)
(
k2 + k + 1

)
= 0. ëÁË

×ÉÄÉÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Õ ÎÅÇÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ. îØÀÔÏÎ ÏÂÏÚ×ÁÌ ËÕÂÉËÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ
ÜÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ, hyperbolae defectivae (ÄÅÆÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁÍÉ!).

ëÓÔÁÔÉ, ×ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÁÓÉÍÐÔÏÔ,
ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔÓÑ. îÅ ÏÔËÁÖÅÍ ÓÅÂÅ × ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÉ, É ÎÁÊÄÅÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ y = kx + b. õÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÙ ÕÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ:
k = −1.

á b ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÓÍ. [3])
(
B + 2Ck +Dk2) b = − (

E + 2Fk +Gk2), Ô. Å.(2
3 − 4

3 + 1
)
b = − (−1

3 − 1
3
) ⇔ 1

3b = 2
3 ⇔ b = 2 É ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÎÁÊÄÅÎÁ: y = 2− x.

üÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ËÒÉ×ÏÊ x3 + 2x2y + 2y2x + y3 − x2 − y2 = 0 ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÎÉÖÅ. (éÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ
ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ (0; 0)). íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÅÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Advanced Grapher, ÎÏ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ É �ÐÏ-ÞÅÓÔÎÏÍÕ�.

äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ ×ÉÄÁ

Ax3 + 3Bx2y + 3Cxy2 +Dy3 + 3Ex2 + 6Fxy + 3Gy2 = 0
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(ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ �Ä×ÏÊÎÕÀ� ÔÏÞËÕ) ÄÏÐÕÓËÁÀÔ, ××ÉÄÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ:

x = − 3
(
E + 2Ft+Gt2

)

A+ 3Bt+ 3Ct2 +Dt3 = 1 + t2
(1 + t) (1 + t+ t2)

(× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ), y = tx | É ÐÏÔÏÍÕ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÍÅÔÏÄÁÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ | Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ18.

òÉÓ. 9
éÔÁË, ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÄÉ É ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÄÌÑ (ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ×Ó£-ÔÁËÉ!), ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×ÏÚÎÉËÛÕÀ

ËÕÂÉËÕ �ÐÏ ÎÁÕËÅ�.
óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y = x (ÔÁË ËÁË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x ↔ y). îÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÁÑ y = x ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ËÕÂÉËÕ, ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ. ðÏÄÓÔÁ×É× × ËÕÂÉËÕ ×ÓÀÄÕ x ×ÍÅÓÔÏ y É ÒÅÛÉ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 6x3 − 2x2 = 0,
ÎÁÊÄÅÍ Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

(1
3 ; 1

3
)
. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÕÂÉËÅ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ (ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÐÒÑÍÏÊ

y = x) ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y = −x+ 2
3 . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄÏÞÎÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ

ÐÏ ÍÁÔÁÎÁÌÉÚÕ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (x; y) = 0 × ÔÏÞËÅ (x0; y0) ÉÝÅÔÓÑ
ËÁË @F (x0;y0)

@x (x− x0) + @F (x0;y0)
@y (y − x0) = 0.

õ ÎÁÓ ÖÅ @F
@x = 3x2 + 4xy + 2y2 − 2x É @F

@x
(1

3 ; 1
3
)

= 5
9 . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, É @F

@y
(1

3 ; 1
3
)

= 5
9 .

á ÐÏÔÏÍÕ, ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ËÁË ÒÁÚ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x+y = 2
3 .

ðÏËÁÖÅÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ËÕÂÉËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ×ÙÛÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ:

x+ y ≥ 2
3 ⇔

1 + t2
1 + t+ t2 ≥

2
3 ⇔ t2 − 2t+ 1 ≥ 1 ⇔ (t− 1)2 ≥ 1:

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÕÂÉËÁ ×ÓÀÄÕ ÕÂÙ×ÁÅÔ | Ô. Å. ÞÔÏ y′ (x) = y′(t)
x′(t) < 0. ðÏÓËÏÌØËÕ y = tx,

ÔÏ y′ (t) = x (t) + tx′ (t) É y′ (x) = y′(t)
x′(t) = x(t)

x′(t) + t.
ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÓÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÄÁÀÔ, ÐÏÓÌÅ

ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÒÁÓËÒÙÔÉÊ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÊ ÐÏÄÏÂÎÙÈ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ:

y′ (x) = t−
(
1 + t2

)
(1 + t)

(
1 + t+ t2

)

t4 + t2 + 2t+ 2 = −2t4 + 2t3 + t2 + 1
t4 + t2 + 2t+ 2 :
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îÏ t4 +
(
t2 + 2t+ 2

)
> 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ×

ÓËÏÂËÉ, Ñ×ÎÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ É

2t4 + 2t3 + t2 + 1 = t2
(
2t2 + 2t+ 1

)
+ 1 > 0:

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, y′ (x) < 0.
íÏÖÎÏ ÂÙ ÅÝ£ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÏÔÙÓËÁÔØ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ×ÏÇÎÕÔÏ-

ÓÔÉ | ÏÄÎÁËÏ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ, ÐÏÖÁÌÕÊ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ×ÁÖÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ËÕÂÉËÉ ÎÁÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÖÅ ÔÅÐÅÒØ Ë ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ×ÉÄÁ b2+c2
C = − sin'k, k = 1; 3. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ

ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÎÁ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ − sin'1 ∈

(
0,1

2
)
, ÔÏ ÄÌÑ P1 ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b2+c2

C <
1
2 . é ÐÏÓËÏÌØËÕ − sin'3 ∈

(
1
2 ;
√

3
2

)
| ÄÌÑ P3 Ä×ÏÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1

2 < b2+c2
C <

√
3

2 .
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÏÞÔÉ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÑÓÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ

ËÏÎÉË :
b2 + c2
C = 1

2 ⇔ 3
(
b2 + c2)2 =

(
a2b2 + b2c2 + c2a2) ⇔

(ÐÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ a4)

3 (x+ y)2 = x+ y + xy ⇔ 3x2 + 5xy + 3y2 − x− y = 0:

b2 + c2

C =
√

3
2 ⇔ (

b2 + c2)2 =
(
a2b2 + b2c2 + c2a2) ⇔ x2 + xy + y2 − x− y = 0;

Advanced Grapher ÕÓÌÕÖÌÉ×Ï ÎÁÒÉÓÕÅÔ ÎÁÍ Ä×Á ÜÌÌÉÐÓÁ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ.

òÉÓ. 10
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þÔÏ ÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ ÜÔÁ ËÁÒÔÉÎËÁ? á ÇÏ×ÏÒÉÔ ÏÎÁ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÕ P1 ÔÁËÖÅ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔØ, ×ÅÄØ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÁÓÁÎÉÀ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ
ÐÏÐÁÄÁÔØ ×ÎÕÔÒØ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ, Á ÏÎ Ó ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÒÉÓÕÎÏË Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ É ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ P3, ÔÏ ÏÎÉ
ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 0 < x = b2

a2 < 1, 0 < y = c2
a2 < 1 | Ô. Å. a | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÔÏÍÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×Á ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, Á
ÔÒÅÔØÅ ×ÅÄÅÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á b + c > a ⇔ √x + √y > 1. äÏÂÁ×ÉÍ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÄÌÑ
ÐÏÌÎÏÔÙ, ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ √x+√y = 1 (ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ).

é ×ÏÔ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ | ÄÌÑ ÔÏÞÅË ÔÉÐÁ P3 ÎÉËÁËÉÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÊ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÌÏ: ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÅ ÉÍ ÔÏÞËÉ (x; y) ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÐÏÐÁÄÁÔØ × ÐÏÌÏÓÕ,
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÏÂÏÉÍÉ ÜÌÌÉÐÓÁÍÉ, É ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ×ÙÛÅ ËÒÉ×ÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ, É ×ÓÅ ÜÔÏ ×ÐÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

îÁ×ÅÄÅÍ É ÚÄÅÓØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, Ô. Å. ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÒÉ-
ÓÕÎÏË | ÎÅ ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÐÒÅÒÅËÁÅÍÙÊ Á×ÔÏÒÉÔÅÔ ÍÕÄÒÏÇÏ Advanced Grapher'a.

ïÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÂÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ 3x2 + 5xy + 3y2 − x − y = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ �ÒÁÚÂÏÒËÁÍ�.

ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x ×ÍÅÓÔÏ y ÄÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 11x2− 2x = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÙ �×ÅÒÛÉÎÎÏÊ� ÔÏÞËÉ

( 2
11 ; 2

11
)
. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÓÏÓÞÉÔÁÎÎÏÅ ÐÏ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ

ÏÂÒÁÚÃÕ, × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ: x+ y = 4
11 .

òÉÓ. 11

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÎÉÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, Ô. Å.
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Å£ ÔÏÞÅË ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x+ y ≤ 4

11 .
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏ×ÅÒÎÅÍ ÏÓÉ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ −�

4 É ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ÎÁÞÁÌÏ × ÔÏÞËÕ( 1
11 ; 1

11
)19.

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÓÔÁÒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) É ÎÏ×ÙÅ (x′; y′) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ-
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ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ
{
x′ = x cos(−�

4 )− y sin(−�
4 )

y′ = x sin
(−�

4
)

+ y cos
(−�

4
) ⇔

{
x′ = 1√

2(x+ y)
y′ = 1√

2(−x+ y) ⇔
{
x = 1√

2(x′ − y′)
y = 1√

2(x′ + y′) :

ðÏÄÓÔÁ×É× ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÇÏ ×ÉÄ ÐÏÓÌÅ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÎÁ −45◦:
11
2 x′2 − 2√

2x
′ + y′2 = 0 ⇔

“
x′−

√
2

11

”2

“√
2

11

”2 + y′2“
1√
11

” = 1. éÌÉ, ÐÏÓÌÅ ÅÝÅ É ÐÅÒÅÎÏÓÁ: x�2“√
2

11

”2 + y�2“
1√
11

” = 1 |
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ × ÇÌÁ×ÎÙÈ ÏÓÑÈ.

îÏ ÔÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, x� ≤
√

2
11 ⇔ x′ − √

2 ≤
√

2
11 ⇔ x′ ≤ 2

√
2

11 ⇔ 1√
2 (x+ y) ≤ 2

√
2

11 ⇔
⇔ x+ y ≤ 4

11 .
òÏ×ÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÊ (ÜÌÌÉÐÓÁ) x2 +

xy + y2 − x − y = 0 �×ÅÒÛÉÎÎÏÊ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
(2

3 ; 2
3
)
, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ËÏÔÏÒÏÊ

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x+y = 4
3 , Á ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÉÖÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Ô. Å. x+y ≤ 4

3 .
á ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÊ √x+√y = 1 | ÔÏÞËÁ

(1
4 ; 1

4
)

Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ y+ x = 1
2 × ÎÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË

ËÒÉ×ÏÊ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y + x ≥ 1
2 , Ô. Å. ÏÎÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁÄ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.

þÔÏ ÖÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÅÝ£? ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

arcsin
(b2 + c2

C

)
= 1

3

(
− arcsin 8a2b2c2

C3 + �
)

(ÓÍ. ×ÙÛÅ) ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
ðÅÒÅÊÄÑ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ 0 < x < 1;0 < y < 1, ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÚÁÄÁÞÕ: ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

f (x; y) = arcsin
√

3
2 · x+ y√x+ y + xy + 1

3 arcsin 3
√

3 · xy
(x+ y + xy)√x+ y + xy −

�
3 = 0

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ y.

òÉÓ. 12
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÷ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÐÒÅËÒÁÓÎÏ Ó ÜÔÉÍ ÓÐÒÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ The Geometer's Sketchpad (öÉ×ÁÑ çÅÏ-
ÍÅÔÒÉÑ × ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÒÁÎÓËÒÉÐÃÉÉ), ÒÉÓÕÀÝÁÑ × ÞÉÓÌÅ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏÞÅÇÏ ÔÁËÖÅ É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï
ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÁÆÉË f(x; y) ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ
y = 0; 43 ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 12.

îÏ, É ÚÄÅÓØ ÐÏÓÔÕÐÉÍ �ÐÏ-ÞÅÓÔÎÏÍÕ�, Ô. Å. ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÞÅÇÏ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ÆÕÎËÃÉÀ

f (x; y0) = arcsin
√

3
2 · x+ y0√x+ y0 + xy0

+ 1
3 arcsin 3

√
3 · xy0

(x+ y0 + xy0)√x+ y0 + xy0
− �

3

É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y0 ∈ (0; 1) ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f (0; y0) < 0 É f (1; y0) > 0 | ÔÏÇÄÁ
ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÕÌÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ
ÚÎÁËÏ×, ÂÕÄÅÔ ×ÙÔÅËÁÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ó ÐÅÒ×ÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

f (0; y0) = arcsin
√

3
2 · √y0 − �

3
É

arcsin
√

3
2 · √y0 − �

3 < 0 ⇔ arcsin
√

3
2 · √y0 < arcsin

√
3

2 = �
3 ⇔

( × ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÁÒËÓÉÎÕÓÁ)
√

3
2 · √y0 <

√
3

2 ⇔ √y0 < 1 ⇔ 0 < y0 < 1:

óÏ ×ÔÏÒÙÍ ÖÅ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏ×ÏÚÉÔØÓÑ:

f (1; y0) = arcsin
√

3
2 · 1 + y0√1 + 2y0

+ 1
3 arcsin 3

√
3 · y0

(1 + 2y0)√1 + 2y0
− �

3 :

úÎÁÞÉÔ, f (1; y0) > 0 ⇔ 3 arcsin
√

3
2 · 1+y0√1+2y0

+ arcsin 3
√

3 · y0
(1+2y0)√1+2y0

> �.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ

f (y) = 3 arcsin
√

3
2 · (1 + y) (1 + 2y)− 1

2 + arcsin 3
√

3 · y (1 + 2y)− 3
2

ÐÒÉ y ∈ [0; 1] É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f (0) = 3 · arcsin
√

3
2 = �.

äÅÌÏ ÂÕÄÅÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÄÅÌÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f (y) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ | ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ ∀y0; 1 > y0 > 0 ⇒ f (y0) > f (0) = �.

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÐÒÉÑÔÎÙÈ, ÎÏ ×Ó£ ÖÅ ÐÏÄÄÁÅÔÓÑ, ËÁË ÜÔÏ Õ ÎÉÈ, Õ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ×ÏÄÉÔÓÑ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ. ðÒÉÍÅÎÉ× ÒÑÄ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÐÒÁ×ÉÌ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÕÓÉÌÉÊ: f ′ (y) = 3

√
3

(1+2y)2

(
y
√

4(1+2y)−3(1+y)2

4 + (1−y)
√

(1+2y)3−27y2

1+2y

)
(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ f ′ (y) > 0 ÐÒÉ 1 > y > 0.

§9. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ

óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÍ ËÁÎÏÎÁÍ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÏÍÉÌØÆÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁ-
ÅÔ Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÏÊ ÚÁËÏÌØÃÏ×ÁÎÎÏÓÔØÀ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÏËÏÎÞÁÎÉÅ ÔÅËÓÔÁ ÐÅÒÅËÌÉËÁÅÔÓÑ Ó ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏÍ20.

ðÏÑ×É×ÛÁÑÓÑ × Forum Geometricorum ÓÔÁÔØÑ [10]21 ÐÏÄÁÒÉÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁ×ÅÒ-
ÛÉÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ïÓ×ÅÖÉ× × ÐÁÍÑÔÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ìÁÍÕÎÁ (ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁ
ÓÅËÕÎÄÏÞËÕ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × §1, ÐÕÎËÔ 1.5), ÐÒÏÂÅÖÉÍÓÑ ËÏÒÏÔËÏ ÐÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ ÚÁÍÅÔËÉ [10].

DGL-ËÏÎÉËÁ22.
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þÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ (ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ á÷ó ÉÌÉ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ) ÔÏÞËÕ ò ÐÒÏ×ÅÌÉ ÐÒÑÍÙÅ áò, ÷ò É óò,
Á ÚÁÔÅÍ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÔÏÞËÉ A1; B1; C1 ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ É,
ÎÁËÏÎÅÃ, ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ ÛÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× PBA1, PCA1, PCB1,
PBB1, PAC1, PBC1: ÔÏÞËÉ Bc; Ca; Cb; Ab; Ac; BcÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

òÉÓ. 13

ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ.
äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ×ÅÄÕÝÅÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ìÁÍÕÎÁ: ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ

ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ.
÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: Á ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÏÞÅË ò (ÂÕÄÅ ÔÁËÏ×ÙÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ)

ËÏÎÉËÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ?
á×ÔÏÒÙ ÄÁÀÔ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ.
DGL-ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÒÉÓ. 14.
äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÔÏÞËÉ ò1 É ò2, ÐÏÒÏ-

ÖÄÁÀÝÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÂÅ ÏÎÉ ÔÏÞËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÌÉÎÅÊËÏÊ É ÃÉÒËÕÌÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á0÷0ó0 | ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÄÌÑ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á0÷0ó0 É ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÒÁÚÉÍ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÓÅÒÅ-
ÄÉÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÔÁË, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ áÐÏÌÌÏÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ á0, ÏÔÒÁÚÉÍ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÏÔÒÅÚËÕ ÷0ó0 É Ô. Ð.).

3. ôÒÉ �ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÅ� ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÕÔÓÑ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ | ÁËËÕÒÁÔ × ÔÏÞËÁÈ ò1 É
ò223. åÓÌÉ ÖÅ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÍ, ÔÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ24.
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äÌÑ ÓÐÒÁ×ËÉ.

òÉÓ. 15

åÓÌÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ó ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ É ×ÎÅÛÎÀÀ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÉÚ
×ÅÒÛÉÎÙ á, ÏÔÍÅÔÉÔØ ÔÏÞËÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÒÑÍÏÊ ÷ó, É ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ Ó ËÏÎÃÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ
ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÔÁËÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ, ËÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ,
ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ á) É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Á ×ÓÑ ÔÒÏÊËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ
(ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÔÏÞËÉ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÉÌÉ ÉÚÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ - X(15), X(16) × [5]), ÏÂÌÁÄÁÀ-
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ÝÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÓÁÍÏÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÐÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÜÔÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ.

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ
1 ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ,

Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍ ÄÁÖÅ ÐÁÒÙ ÒÁ×ÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ (ÅÓÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ). þÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

2 îÏ ÐÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ. îÁÓÔÏÌØËÏ, ×ÉÄÁÔØ, ÔÏÒÏÐÉÌÓÑ, ÞÔÏ ÛÁÒÉËÉ ÓÌÅÇËÁ ÚÁÛÌÉ ÚÁ
ÒÏÌÉËÉ, É ÐÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÐÏÍÓÔÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ, ÄÁÀÝÉÅ Ä×Å ×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ. îÕ, ÎÅ
ÉÎÁÞÅ, ÂÅÓ ÐÏÐÕÔÁÌ.

3 ðÏÒÁÚÉÌÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÎÏ É ÔÁ ÍÏÌÎÉÅÎÏÓÎÁÑ ÂÙÓÔÒÏÔÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ üÒÍÁÎÎ
ÓÕÍÅÌ Å£ ÐÏÌÕÞÉÔØ. ðÒÉÞ£Í, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÅÚÏ ×ÓÑËÏÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÐÏÄÓËÁÚËÉ. ÷ÉÒÔÕÏÚ, ÞÔÏ ÔÕÔ
ÅÝ£ ÓËÁÖÅÛØ!

4 ðÒÉÚÎÁÀÓØ, ÞÔÏ ÏÔ ×ÓÅÊ ÜÔÏÊ ÜÐÉÓÔÏÌÑÒÉÉ Ó ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÍÉ ËÏÒÉÆÅÑÍÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÐÒÉÑÔÎÙÊ
ÎÁ ÄÕÛÅ ÏÓÁÄÏË ÏÓÔÁÌÓÑ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ, × ÃÅÌÏÍ, ÐÏÚÉÔÉ×ÎÙÊ ÉÔÏÇ | ÕÖ ÂÏÌØÎÏ ÓÏÌÉÄÎÁÑ ÎÁÒÉ-
ÓÏ×ÁÌÁÓØ ÒÁÚÎÉÃÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏ×: × ÓËÏÒÏÓÔÉ É ËÕÌØÔÕÒÅ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, × ÜÒÕÄÉÃÉÉ É Ô. Ð., ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑ
ÕÖÅ Ï ÍÏ£Í ×ÅÓØÍÁ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÌÁÄÅÎÉÉ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÍ. á ËÏÍÕ ÖÅ ÏÈÏÔÁ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÄÕÒÁÞËÏÍ
ÉÌÉ ÎÅ×ÅÖÄÏÊ? ðÒÁ×ÄÁ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÅÛØ ÉÚ ÌÀÂ×É Ë ÉÓËÕÓÓÔ×Õ | ÓÍ. Õ ËÌÁÓÓÉËÁ: �ëÁË ÈÏÔÉÔÅ,
ÄÌÑ ÎÁÕËÉ Ñ ÖÉÚÎÉ ÎÅ ÐÏÝÁÖÕ!�. îÅ ÏÔËÁÖÕ ÓÅÂÅ × ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÉ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÕÀ ÃÉÔÁÔÕ,
ÏÄÎÕ ÉÚ ÍÏÉÈ ÌÀÂÉÍÅÊÛÉÈ É ÚÎÁÞÉÍÙÈ:

çÏÒÏÄÎÉÞÉÊ. ôÏ ÖÅ Ñ ÄÏÌÖÅÎ ×ÁÍ ÚÁÍÅÔÉÔØ É ÏÂ ÕÞÉÔÅÌÅ ÐÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ ÞÁÓÔÉ. ïÎ
ÕÞÅÎÁÑ ÇÏÌÏ×Á | ÜÔÏ ×ÉÄÎÏ, É Ó×ÅÄÅÎÉÊ ÎÁÈ×ÁÔÁÌ ÔØÍÕ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ Ó ÔÁËÉÍ ÖÁÒÏÍ,
ÞÔÏ ÎÅ ÐÏÍÎÉÔ ÓÅÂÑ. ñ ÒÁÚ ÓÌÕÛÁÌ ÅÇÏ: ÎÕ, ÐÏËÁÍÅÓÔ ÇÏ×ÏÒÉÌ ÏÂ ÁÓÓÉÒÉÑÎÁÈ É ×Á×ÉÌÏÎÑÎÁÈ |
ÅÝ£ ÎÉÞÅÇÏ, Á ËÁË ÄÏÂÒÁÌÓÑ ÄÏ áÌÅËÓÁÎÄÒÁ íÁËÅÄÏÎÓËÏÇÏ, ÔÏ Ñ ÎÅ ÍÏÇÕ ×ÁÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÎÉÍ
ÓÄÅÌÁÌÏÓØ. ñ ÄÕÍÁÌ, ÞÔÏ ÐÏÖÁÒ, ÅÊ-ÂÏÇÕ! óÂÅÖÁÌ Ó ËÁÆÅÄÒÙ É ÞÔÏ ÓÉÌÙ ÅÓÔØ È×ÁÔØ ÓÔÕÌÏÍ
ÏÂ ÐÏÌ. ïÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, áÌÅËÓÁÎÄÒ íÁËÅÄÏÎÓËÉÊ ÇÅÒÏÊ, ÎÏ ÚÁÞÅÍ ÖÅ ÓÔÕÌØÑ ÌÏÍÁÔØ? ÏÔ ÜÔÏÇÏ
ÕÂÙÔÏË ËÁÚÎÅ.

ìÕËÁ ìÕËÉÞ. äÁ, ÏÎ ÇÏÒÑÞ! ñ ÅÍÕ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÕÖÅ ÚÁÍÅÞÁÌ. . . çÏ×ÏÒÉÔ: �ëÁË ÈÏÔÉÔÅ,
ÄÌÑ ÎÁÕËÉ Ñ ÖÉÚÎÉ ÎÅ ÐÏÝÁÖÕ!�.

çÏÒÏÄÎÉÞÉÊ. äÁ, ÔÁËÏ× ÕÖ ÎÅÉÚßÑÓÎÉÍÙÊ ÚÁËÏÎ ÓÕÄÅÂ: ÕÍÎÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË | ÉÌÉ ÐØÑÎÉÃÁ, ÉÌÉ
ÒÏÖÕ ÔÁËÕÀ ÓÏÓÔÒÏÉÔ, ÞÔÏ ÈÏÔØ Ó×ÑÔÙÈ ×ÙÎÏÓÉ.

ìÕËÁ ìÕËÉÞ. îÅ ÐÒÉ×ÅÄÉ âÏÇ ÓÌÕÖÉÔØ ÐÏ ÕÞÅÎÏÊ ÞÁÓÔÉ! ÷ÓÅÇÏ ÂÏÉÛØÓÑ: ×ÓÑËÉÊ ÍÅÛÁÅÔÓÑ,
×ÓÑËÏÍÕ ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÅ ÕÍÎÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË.

(îÉËÏÌÁÊ çÏÇÏÌØ. òÅ×ÉÚÏÒ).
5 ìÕÞÛÅ ÐÏÚÄÎÏ, ÞÅÍ ÎÉËÏÇÄÁ! èÏÒÏÛÏ ÈÏÔØ ÄÏÇÁÄÁÌÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌØÚÕÀÓØ ËÁË ÏÓÎÏ×ÎÙÍ,

ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÉÍ ÁÄÒÅÓÏÍ.
6 ïÎ ÖÅ É ÎÁÂÒÏÓÁÌ ÓÁÍ ÔÅËÓÔ ÚÁÍÅÔËÉ, Ñ×ÌÑÑÓØ, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, Å£ ÞÅÔ×ÅÒÔÙÍ ÐÏÌÎÏÐÒÁ×ÎÙÍ

ÓÏÁ×ÔÏÒÏÍ.
7 ëÁË × ÐÏÇÏ×ÏÒËÅ: âÅÚ ÍÅÎÑ ÍÅÎÑ ÖÅÎÉÌÉ!
þÔÏ-ÔÏ ÏÔÄÁÌÅÎÎÏ ÐÏÈÏÖÅÅ ÓÔÒÑÓÌÏÓØ Ó ÐÅÒÓÏÎÁÖÅÍ á. É â. óÔÒÕÇÁÃËÉÈ ÉÚ ËÎÉÖËÉ �ðÏÎÅÄÅÌØ-

ÎÉË ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ÓÕÂÂÏÔÕ� (ËÏÇÄÁ ÐÌÏÈÏ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÁÚÁÍÉ ÍÁÇÉÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ÞÁÒÏÄÅÊ óÁÛÁ
ðÒÉ×ÁÌÏ× ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÌ ÓÏÔ×ÏÒÉÔØ ÂÕÔÅÒÂÒÏÄ É ÞÁÛËÕ ËÏÆÅ):

ïÓÔÁÌÉÓØ: ÂÌÀÄÏ, ÈÁÌÁÔ Ó ËÒÉÓÔÁÌÌÁÍÉ É ËÒÕÖËÁ Ó ÞÅÒÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔØÀ, ÒÁÚÒÏÓÛÁÑÓÑ ÄÏ
ÒÁÚÍÅÒÏ× ËÕ×ÛÉÎÁ. ñ ÐÏÄÎÑÌ Å£ ÏÂÅÉÍÉ ÒÕËÁÍÉ É ÐÏÎÀÈÁÌ. ðÏ-ÍÏÅÍÕ, ÜÔÏ ÂÙÌÉ ÞÅÒÎÙÅ ÞÅÒÎÉÌÁ
ÄÌÑ Á×ÔÏÒÕÞËÉ. âÌÀÄÏ ÚÁ ËÒÅÓÌÏÍ ÛÅ×ÅÌÉÌÏÓØ, ÃÁÒÁÐÁÑ ÌÁÐÁÍÉ Ã×ÅÔÎÏÊ ÌÉÎÏÌÅÕÍ, É ÍÅÒÚËÏ
ÛÉÐÅÌÏ. íÎÅ ÂÙÌÏ ÏÞÅÎØ ÎÅÕÀÔÎÏ.

÷ ËÏÒÉÄÏÒÅ ÐÏÓÌÕÛÁÌÉÓØ ÛÁÇÉ É ÇÏÌÏÓÁ, Ä×ÅÒØ ÒÁÓÐÁÈÎÕÌÁÓØ, ÎÁ ÐÏÒÏÇÅ ÐÏÑ×ÉÌÓÑ ñÎÕÓ ðÏ-
ÌÕÜËÔÏ×ÉÞ É, ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÐÒÏÉÚÎÅÓ: �ôÁË�. ñ ÚÁÍÅÔÁÌÓÑ. ñÎÕÓ ðÏÌÕÜËÔÏ×ÉÞ ÐÒÏÛÅÌ Ë ÓÅÂÅ ×
ËÁÂÉÎÅÔ, ÎÁ ÈÏÄÕ ÎÅÂÒÅÖÎÏ, ÏÄÎÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÂÒÏ×É ÌÉË×ÉÄÉÒÏ×Á× ×ÓÀ ÓÏÔ×Ï-
ÒÅÎÎÕÀ ÍÎÏÀ ËÕÎÓÔËÁÍÅÒÕ. úÁ ÎÉÍ ÐÒÏÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ æÅÄÏÒ óÉÍÅÏÎÏ×ÉÞ, ëÒÉÓÔÏÂÁÌØ èÕÎÔÁ Ó ÔÏÌ-
ÓÔÏÊ ÞÅÒÎÏÊ ÓÉÇÁÒÅÔÏÊ × ÕÇÌÕ ÒÔÁ, ÎÁÓÕÐÌÅÎÎÙÊ ÷ÙÂÅÇÁÌÌÏ É ÒÅÛÉÔÅÌØÎÙÊ òÏÍÁÎ ïÊÒÁ-ïÊÒÁ.
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÷ÓÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÏÚÁÂÏÞÅÎÙ, ÏÞÅÎØ ÓÐÅÛÉÌÉ É ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÉ ÎÁ ÍÅÎÑ ÎÉËÁËÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ. ä×ÅÒØ ×
ËÁÂÉÎÅÔ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÏÔËÒÙÔÏÊ. ñ Ó ÏÂÌÅÇÞÅÎÎÙÍ ×ÚÄÏÈÏÍ ÕÓÅÌÓÑ ÎÁ ÐÒÅÖÎÅÅ ÍÅÓÔÏ É ÔÕÔ ÏÂ-
ÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ ÍÅÎÑ ÐÏÄÖÉÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÁÑ ÆÁÒÆÏÒÏ×ÁÑ ËÒÕÖËÁ Ó ÄÙÍÑÝÉÍÓÑ ËÏÆÅ É ÔÁÒÅÌËÁ Ó
ÂÕÔÅÒÂÒÏÄÁÍÉ. ëÔÏ-ÔÏ ÉÚ ÔÉÔÁÎÏ× ÏÂÏ ÍÎÅ ×Ó£-ÔÁËÉ ÐÏÚÁÂÏÔÉÌÓÑ, ÕÖ ÎÅ ÚÎÁÀ ËÔÏ.

8 | oh, those Russians!
9 ÷ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÌÉÛØ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ É ËÌÀÞÅ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÅÊ | ×ÏÏÂÝÅÍ-ÔÏ, ÎÅ ÔÁË ÕÖ É ÍÁÌÏ. ðÏÌÏÖÁ ÒÕËÕ ÎÁ ÓÅÒÄÃÅ, Õ×ÅÒÅÎ × ÔÏÍ, ÞÔÏ, ÂÕÄÕÞÉ
ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ, ÂÅÚ �ÂÒÁÔÓËÏÊ� ÐÏÍÏÝÉ | ÎÁ×ÒÑÄ ÌÉ ÓÕÍÅÌ ÂÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ
ÆÁËÔÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ × ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÎÙÈ É ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ôÅÏÒÅÍÁÈ 1 É 2. ó ôÅÏÒÅÍÏÊ ÖÅ
3, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÂÙ ÓÐÒÁ×ÉÌÓÑ | ÎÏ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÓÒÁÚÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÙÓÔÒÏÔÏÊ ÍÙÛÌÅÎÉÑ É × ÌÕÞÛÉÅ
ÇÏÄÙ ÎÅ ÂÌÉÓÔÁÌ.

10 íÎÏÇÏÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ Ï ËÏÎÉËÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÅÒÐÎÕÔØ ÉÚ ËÎÉÖÅË
[1] É [7]. üÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ×ÙÈÏÄÑÝÁÑ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÛËÏÌØÎÙÈ ËÕÒÓÏ× É, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ ×ÈÏ-
ÄÑÝÁÑ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÅ, ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÝÅÄÒÁ ÎÁ ×ÅÌÉËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÈ É ËÒÁÓÉ×ÙÈ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ. îÕ, ×ÏÔ ×ÚÑÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÔÁËÏÅ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ: çÉÐÅÒÂÏÌÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ (Ô. Å. ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ (Ô. Å. ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ î ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÃÅÎÔÒ Å£ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ.

11 ÷ÓÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÂÅÒÕÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
12 äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÏÎÉËÁ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ËÏÎÉËÉ ([1],[7]). á ÔÏÞËÉ G É K ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

13 éÍÅÎÎÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, Ñ×ÌÑÑÓØ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á′B′C ′, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ G = G′.

14 óÏÔÏ×ÁÒÉÝÉ, ÅÓÌÉ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ | É Company, ÅÓÌÉ ÐÏ ÉÈÎÅÍÕ. ë ÔÅÏÒÅÍÅ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÅÊ ÐÒÉÌÏÖÉÌÉ ÒÕËÕ, ÐÏÍÉÍÏ üÒÍÁÎÎÁ, ÅÝ£ É à ×ÍÅÓÔÅ Ó çÁÒÓÉÑ-ëÁÐÉÔÁÎÏÍ (ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ
ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÊÁÈÏ×ÓËÏÊ ÐÅÒÅÐÉÓËÉ, ÓÔÏÌØ ÚÁÐÏÚÄÁÌÏ ÎÁÛÅÄÛÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÁÄÒÅÓÁÔÏ×).

15 üÔÏ ÅÓÌÉ ËÏ×ÙÒÑÔØÓÑ �×ÒÕÞÎÕÀ�. á ÔÁË | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ Mathematica 5.1 ÂÅÚ ÏÓÏÂÏÇÏ, ËÁË
ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÎÁÐÒÑÇÁ ×Ó£ ÐÒÏÓÞÉÔÁÌÁ ÂÙ.

16 ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÎÁÞÉÎÁÔØ ÍÏÖÎÏ É Ó ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ. úÁÔÅÍ ÐÏÊÄÅÔ ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌØ É Ô. Ð. îÁ ×ÓÑËÉÊ
ÓÌÕÞÁÊ, ÅÝ£ ÎÁÐÏÍÎÉÍ: ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË B1C1, ÇÄÅ ÔÏÞËÉ B1 É C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÌÕÞÁÈ AC É AB
(ÉÌÉ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ ÜÔÉÈ ÌÕÞÅÊ), ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÎ ÓÔÏÒÏÎÅ BC, ÅÓÌÉ ∠AB1C1 =
∠ABC É ∠AC1B1 = ∠ACB.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ BAC ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÏÔ-
ÒÅÚÏË ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÔÒÅÚÏË, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÓÔÏÒÏÎÅ BC. (üÔÏ | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎ-
ÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ).

17 ÷ÓÅ Ó×ÅÄÅÎØÑ Ï ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÙ ÉÚ [3].
18 éÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (0;0) ÍÙ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ | ÏÎÁ ÎÉ ÎÁ ÞÔÏ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ.
19 üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ | ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ Ë ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÓÑÍ.
20 In my end is my beginning (÷ ÍÏ£Í ËÏÎÃÅ | ÍÏ£ ÎÁÞÁÌÏ).
ôÏÍÁÓ óÔÉÒÎÓ üÌÉÏÔ.
21 ëÁË ÐÏ ÚÁËÁÚÕ | ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÏÍ ÚÁ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÅÊ [9].
22 îÁÚÏ×£Í ÔÁË, × ÞÅÓÔØ Á×ÔÏÒÏ× ÓÔÁÔØÉ: N. Dergiades, F.J. Garcia Capitan, S.H. Lim.
23 ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË É ÄÒÕÇÏÊ
ÏÓÔÒÏÕÍÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.

24 ôÁËÉÅ ÄÅÌÁ ÎÅÔ-ÎÅÔ, Á É ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÈÒÅÓÔÏÍÁÔÉÊÎÕÀ
ÚÁÄÁÞÕ æÁÎØÑÎÏ Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÄÁÎÎÙÊ (ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØ-
ÎÙÊ | × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÎÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ; ÓÍ. [2] | Ú.17.21) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.
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