
Óçëû. (À. Ïîëÿíñêèé)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýòîãî ëèñòèêà æåëàòåëüíî íå èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ïèêà (òîëü-
êî îò áåçûñõîäíîñòè). Êëþ÷åâàÿ èäåÿ ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ ñîñòîèò â ïðèíöè-
ïå êðàéíåãî (ò. å. íóæíî ðàññìîòðåòü íàèáëèæàéøèé óçåë ê ïðÿìîé, ñàìîå êîðîòêîå
ðàññòîÿíèå, ìíîãîóãîëüíèê ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè, íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà è ò. ï.).
Òàêæå ìîæíî ïðèìåíÿòü 3 íèæåïðèâåäåííûõ ïðàâèëà (æåëàòåëüíî óìåòü èõ äîêà-
çûâàòü!).

Îïðåäåëåíèå. Óçëîì áóäåì íàçûâàòü òàêóþ òî÷êó íà ïëîñêîñòè, ó êîòîðîé å¼
îáå êîîðäèíàòû (ïî îñè x è ïî îñè y) � öåëûå.

Îïðåäåëåíèå. Öåëûì áóäåì íàçûâàòü òàêîé ìíîãîóãîëüíèê (îòðåçîê èëè âåê-
òîð) íà ïëîñêîñòè, ÷òî åãî âåðøèíû (êîíöû) ÿâëÿþòñÿ óçëàìè.

Ôàêò 1 (ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà). Åñëè âåêòîð AB � öåëûé, à òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ
óçëîì, òî òî÷êà D, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì CD = AB, òàêæå ÿâëÿåòñÿ óçëîì.

Ôàêò 2 (ïðàâèëî îòðåçêà). Åñëè öåëûé îòðåçîê AB ñîäåðæèò ðîâíî n > 0 óçëîâ
(íå ñ÷èòàÿ êîíöû), òî ýòè óçëû äåëÿò AB íà n+ 1 ðàâíûé îòðåçîê.

Ôàêò 3 (ïðàâèëî ïÿòè óçëîâ). Åñëè íà ïëîñêîñòè äàíî 5 óçëîâ, òî ñåðåäèíà õîòÿ
áû îäíîãî èç îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ äâà èç ýòèõ óçëîâ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ óçëîì.

1) Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè âûïóêëîãî öåëîãî ïÿòèóãîëüíèêà íàéäåòñÿ óçåë.

2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âíóòðè è íà ãðàíèöå âûïóêëîãî öåëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
íåò óçëîâ, êðîìå âåðøèí, òî ýòî ïàðàëëåëîãðàìì.

3) Ñòðîãî âíóòðè öåëîãî òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåí öåëûé âûïóêëûé ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåí ïî êðàéíåé ìåðå
åù¼ îäèí óçåë, îòëè÷íûé îò âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

4) Âíóòðè öåëîãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàñïîëîæåíî ðîâíî n > 0 óçëîâ. Êàêîå íàè-
áîëüøåå ÷èñëî óçëîâ ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà ñòîðîíå BC (íå ñ÷èòàÿ âåðøèíû)?

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. ×åì ïëîõ ñëó÷àé n = 0?

5) Âíóòðè öåëîãî òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíî ðîâíî n óçëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ
n óçëîâ ìîæíî âûáðàòü äâà ðàçëè÷íûõ óçëà òàêèõ, ÷òî ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç íèõ ñîäåðæèò îäíó èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà èëè ïàðàëëåëüíà îäíîé èç
ñòîðîí, åñëè a) n = 2 ; á) n > 2.

Æåëàþùèå ìîãóò ðåøèòü ýòó çàäà÷ó çàìåíèâ â óñëîâèè �òðåóãîëüíèê� íà �âû-
ïóêëûé ìíîãîóãîëüíèêà�.

6) Âíóòðè öåëîãî íåâûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíî ðîâíî n > 1 óçëîâ.
Âåðíî ëè, ÷òî èç ýòèõ n óçëîâ ìîæíî âûáðàòü äâà ðàçëè÷íûõ óçëà òàêèõ, ÷òî
ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ ñîäåðæèò îäíó èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà èëè ïà-
ðàëëåëüíà îäíîé èç ñòîðîí.

7) Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O íåðàâíîáåäðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî öåëîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ óçëîì. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî óçëîâ ìîæåò áûòü
âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà ABC?

8) Â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå (âîçìîæíî íå öåëîì) íà ïëîñêîñòè ñîäåðæèòñÿ íå
ìåíüøå m2+1 óçëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì íàéäåòñÿ m+1 óçåë, êîòîðûå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.


