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ñêëàäûâàëàñü íå âïîëíå îáû÷íûì îáðàçîì. Îí ïðîÿâèë
ñåáÿ î÷åíü îäàðåííûì ñòóäåíòîì. Çàêîí÷èâ Ìîñêîâñêèé óíè-
âåðñèòåò â 1959 ãîäó, îí ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó è óñïåøíî
çàâåðøèë åå, çàùèòèâ äèññåðòàöèþ, ãäå èì áûëè ïîëó÷åíû
ÿðêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â òåîðèè ôóíêöèé è òåîðèè
ïðèáëèæåíèé. Íî âñêîðå ïîñëå àñïèðàíòóðû îí îñòàâèë
«âûñîêóþ íàóêó» è öåëèêîì ïîñâÿòèë ñåáÿ øêîëüíîé ìàòå-
ìàòèêå – èññëåäîâàíèÿì ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè – è ðàç-
âèòèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîñâåùåíèÿ. Îí îñòàâèë ìíîæåñòâî
çàìå÷àòåëüíûõ êíèã è ñòàòåé, íî, ïîæàëóé, â íàèáîëüøåé
ìåðå åãî òàëàíò ïðîÿâèëñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì êîìïîçèòîðñòâå,
ò.å. â ñîçäàíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ øåäåâðîâ. Ýòîé ñòîðîíå åãî
òâîð÷åñòâà è ïîñâÿùåíà íàøà ñòàòüÿ. Îíà íàïèñàíà äâóìÿ
àâòîðàìè. Ïåðâûé èç íèõ ïðè÷èñëÿåò ñåáÿ ê ó÷åíèêàì Øà-
ðûãèíà, âòîðîé áûë ñâÿçàí ñ Èãîðåì Ôåäîðîâè÷åì ïî÷òè ïÿ-
òèäåñÿòüþ ãîäàìè äðóæáû è òâîð÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Êàê îòîáðàòü èç îãðîìíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî íàñëåäèÿ
Èãîðÿ Ôåäîðîâè÷à íåñêîëüêî çàäà÷ äëÿ íåáîëüøîé æóð-
íàëüíîé ñòàòüè? Ïðèçíàòüñÿ, äëÿ àâòîðîâ ýòî áûëî áîëüøîé
ïðîáëåìîé. Ìû ðåøèëè ïîñòóïèòü ïðîñòî: íàïèñàòü ïðî òå
çàäà÷è Øàðûãèíà, êîòîðûå â íàèáîëüøåé ìåðå ïîíðàâèëèñü
è çàïîìíèëèñü íàì. Ýòî áóäåò, êîíå÷íî, âåñüìà ñóáúåêòèâ-
íûé âçãëÿä. Õîòÿ, êàê ñêàçàë îäèí çàìå÷àòåëüíûé ïèñàòåëü,
âñå ìíåíèÿ âñåãäà ñóáúåêòèâíû, à îáúåêòèâíîãî ìíåíèÿ íå
ñóùåñòâóåò âîâñå.

Íà÷íåì ñ òàêîé êðàñèâîé ìèíèàòþðû.
Çàäà÷à 1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ óãëîì Â, ðàâíûì 120°,

ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AA¢ , BB¢  è CC¢  (ðèñ.1). ×åìó
ðàâåí óãîë A B C¢ ¢ ¢ ?

Çàäà÷à óíèêàëüíà òåì, ÷òî ðàññ÷èòàíà íà ó÷åíèêîâ 7
êëàññà ñðåäíåé øêîëû1 , îäíàêî âûçûâàåò òðóäíîñòè ó âñåõ,
êòî âèäèò åå âïåðâûå, âêëþ÷àÿ àáèòóðèåíòîâ ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ ôàêóëüòåòîâ, ïîáåäèòåëåé îëèìïèàä è ïðîôåññèîíàëü-
íûõ ìàòåìàòèêîâ. Ïðè÷èíà ïðîñòà: ýòà çàäà÷à ÷ðåçâû÷àéíî
òðóäíî «ñ÷èòàåòñÿ». Æåëàþùèå ìîãóò ïîïðîáîâàòü ðåøèòü
åå ñ ïîìîùüþ òåîðåì ñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è ôîðìóë òðèãîíî-
ìåòðèè. Ýòî âîçìîæíî, íî ñîâñåì íå ïðîñòî. Ïîäîáíûå
«êðåïêèå îðåøêè» ñàì Èãîðü Ôåäîðîâè÷ î÷åíü öåíèë.
Íàçûâàÿ òðèãîíîìåòðèþ «êèëëåðîì» ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ
÷àñòî ïîçâîëÿåò íàéòè êîðîòêîå ñ÷åòíîå ðåøåíèå è òåì ñàìûì
ëèøèòü êðàñèâóþ çàäà÷ó âñÿêîé ãåîìåòðè÷åñêîé èäåè, îí
ñòðåìèëñÿ ñîçäàâàòü òàêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ òðèãîíîìåòðèÿ
áûëà áû áåññèëüíà èëè ñëàáà. Çàäà÷à 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
«àíòèêèëëåðîì».

Âîò àâòîðñêîå ðåøåíèå çàäà÷è, êîòîðîå ìû ðàçáèâàåì íà
îòäåëüíûå ïóíêòû, âûäåëÿÿ «ëîãè÷åñêèå õîäû».

1) Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABB¢ (!)(ñì. ðèñ.1).
2) Óãîë Â â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ðàâåí 120°, ñëåäîâàòåëüíî,

óãîë B BC¢  ðàâåí 60°, èáî BB¢  – áèññåêòðèñà.
3) Ïðîäîëæèì ñòîðîíó ÀÂ è îáîçíà÷èì ÷åðåç BD ëó÷,

ïðîäîëæàþùèé ÀÂ. Òîãäà óãîë ÑBD òîæå ðàâåí 60°, èáî îí
äîïîëíÿåò óãîë Â äî ðàçâåðíóòîãî óãëà.

4) Ñëåäîâàòåëüíî, ÂÑ – ýòî áèññåêòðèñà âíåøíåãî (ïî
îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó ABB¢ ) óãëà B BD¢ .

5) Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé òåîðåìîé: áèññåêòðèñû äâóõ
âíåøíèõ è òðåòüåãî âíóòðåííåãî óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

6) Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî B A¢ ¢  áèññåêòðèñà (òîæå
âíåøíåãî ïî îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó ABB¢ ) óãëà BB¢Ñ
(!).

7) Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî B C¢ ¢  –
áèññåêòðèñà óãëà BB A¢ .

8) Çíà÷èò, óãîë A B C¢ ¢ ¢  ðàâåí ïîëîâèíå ðàçâåðíóòîãî óãëà
AB C¢ , ò.å. îí ðàâåí 90°.

Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà è â ñôåðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè. Ïîÿñíèì, ÷òî ýòî çíà÷èò. Åñëè âû âîçüìåòå ìîäåëü
ñôåðû – ðåçèíîâûé ìÿ÷èê, íà êîòîðîì ìîæåòå ðèñîâàòü, – è
íàðèñóåòå òðè áîëüøèõ êðóãà, ó âàñ ïîëó÷àòñÿ äâà öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íûõ ñôåðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì îäèí èç
íèõ. Îáîçíà÷èì åãî âåðøèíû ñíîâà À, Â è Ñ. Â ýòîì òðåóãîëü-
íèêå âåëè÷èíû óãëîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåëè÷èíû óãëîâ ìåæäó
êàñàòåëüíûìè ê ñôåðå, ïðîâåäåííûìè â ñîîòâåòñòâóþùåé âåð-
øèíå. Ïîýòîìó ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî çíà÷èò «óãîë Â ðàâåí ñòà
äâàäöàòè ãðàäóñàì». Îïðåäåëåíèå áèññåêòðèñû òàêîå æå, êàê íà
ïëîñêîñòè, – ýòî äóãà áîëüøîãî êðóãà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
âåðøèíó óãëà è äåëÿùàÿ åãî ïîïîëàì. Ñîõðàíÿåòñÿ è ñâîéñòâî
áèññåêòðèñû áûòü ðàâíîóäàëåííîé îò ñòîðîí óãëà. À ïîòîìó è
ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 1, è åå ðåøåíèå, è îòâåò ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè
ñòàâèòü çàäà÷ó íà ñôåðå!

À òå, êòî çíàþò, ÷òî òàêîå ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî, ñðàçó
ïîéìóò, ÷òî è ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 1, è åå ðåøåíèå, è îòâåò
ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè ñòàâèòü çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Âñå òðè óòâåðæäåíèÿ âìåñòå îáúåäèíÿåò ôðàçà: çàäà÷à 1
ÿâëÿåòñÿ ôàêòîì àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè (ò.å. íå çàâèñèò îò
àêñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ).

Îáñóäèì âîïðîñ: à íà ñàìîì äåëå òðóäíà èëè íåò ðàññìîòðåí-
íàÿ íàìè çàäà÷à 1? Äàâàéòå íà åå ïðèìåðå ïîôèëîñîôñòâóåì íàä
òåì, êàê îöåíèâàòü òðóäíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû è
ìîæíî ëè âîîáùå ýòî äåëàòü.

Â ïðèíöèïå, òðóäíîñòü êîíêðåòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî
îöåíèâàòü ÷èñëîì ëîãè÷åñêèõ õîäîâ, íî ìîæíî ýòè ëîãè÷åñêèå
õîäû ðàñïðåäåëÿòü ïî òðåì êàòåãîðèÿì è îïèñûâàòü ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ òðåìÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè (èëè íóëÿìè), õàðàêòå-
ðèçóþùèìè âûñîòó, øèðèíó è ãëóáèíó ýòîãî ðåøåíèÿ.

Âûñîòà – ýòî ÷èñëî ïðîñòûõ èìïëèêàöèé â ðåøåíèè. Âûøå ìû
âûäåëèëè âîñåìü ëîãè÷åñêèõ õîäîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ – ýòî
ïðîñòûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè. Òàêîâ, íàïðèìåð, ïóíêò 2: 120B– = ∞,
BB¢  – áèññåêòðèñà 60B BCfi – = ∞¢ .
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Èíûå æå ëîãè÷åñêèå õîäû – ýòî îòñûëêè íà èçâåñòíûå
òåîðåìû. Òàêîâ ïóíêò 5. (Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ñïèñîê «èçâå-
ñòíûõ òåîðåì» íåîáõîäèìî êàê-òî çàðàíåå ôèêñèðîâàòü). ×èñëî
îòñûëîê ñîñòàâëÿþò øèðèíó ïðèâîäèìîãî ðåøåíèÿ.

È íàêîíåö, äâà õîäà îòìå÷åíû âîñêëèöàòåëüíûìè çíàêàìè –
îíè õàðàêòåðèçóþò ãëóáèíó ðåøåíèÿ. Òàêîâà ñèìâîëèêà êîì-
ìåíòèðîâàíèÿ øàõìàòíîé ïàðòèè: âîñêëèöàòåëüíûìè çíàêàìè
âûäåëÿþòñÿ íàèáîëåå çàìå÷àòåëüíûå õîäû, íå âûòåêàþùèå èç
ïîâåðõíîñòíîãî âçãëÿäà íà ïîçèöèþ è ñâèäåòåëüñòâóþùèå îá
îñîáîé èçîùðåííîñòè èãðîêà â äàííûé ìîìåíò. Òàê è çäåñü
íèîòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü èìåííî òðåó-
ãîëüíèê ABB¢ , íî äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì
ðàññìîòðåíèè – êëþ÷ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. À âòîðîé âîñêëèöàòåëü-
íûé çíàê ïîñòàâëåí ëîãè÷åñêîìó õîäó, ãäå îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî
B A¢ ¢  – áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà. Òîæå ïðÿìî íèîòêóäà íå
ñëåäóåò, ÷òî èìåííî â ýòîì ñóòü äåëà.

Ïîäâåäåì èòîã: â íàøåì ðåøåíèè âûñîòà ðàâíà ïÿòè, øèðèíà
– åäèíèöå, à ãëóáèíà – äâóì. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ïîäàâëÿþùåå
áîëüøèíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ Øàðûãèíà îáëàäàåò íåòðè-
âèàëüíîé ãëóáèíîé, â ÷àñòíîñòè è â òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííîì
çíà÷åíèè ýòîãî ñëîâà.

Íî, ïðåðâåì ïîêà íàøè ôèëîñîôñêèå îáñóæäåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïðî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD èçâåñòíî, ÷òî îí
âïèñàí â îêðóæíîñòü è ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì íà ñòîðîíå AD, êàñàþùàÿñÿ òðåõ äðóãèõ ñòîðîí.
Äîêàæèòå, ÷òî AD (äëèíà îòðåçêà) ðàâíÿåòñÿ ÀÂ + ÑD.

Ýòà çàäà÷à áûëà ïðèäóìàíà Øàðûãèíûì äëÿ «Çàäà÷íèêà
«Êâàíòà» è ñðàçó ñòàëà ïîïóëÿðíîé. À ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò
îíà áûëà âêëþ÷åíà â âàðèàíò Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñ-
êîé îëèìïèàäû, ïðè÷åì íå îò Ðîññèè (òîãäà ÑÑÑÐ), à îò
äðóãîé ñòðàíû, è, êîíå÷íî æå, áåç ññûëêè íà àâòîðà. Îäèí
èç áëèçêèõ äðóçåé Èãîðÿ Ôåäîðîâè÷à çàìåòèë êàê-òî, ÷òî
Øàðûãèíà ïîñòîÿííî îáêðàäûâàëè.

Ñíîâà ïîïðîáóåì îöåíèòü ñëîæíîñòü ïðèâîäèìîãî äàëåå
ðåøåíèÿ.

1) Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ÷åðåç òî÷êè Â, Ñ è Î, ãäå O ADŒ

– öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ÀÂ, ÂÑ è CD (!) (ðèñ.2,à).

2) Ïóñòü Ì – äðóãàÿ òî÷êà (ìîæåò áûòü, ñîâïàäàþùàÿ ñ
Î), â êîòîðîé îêðóæíîñòü ïóíêòà 1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AD,
óãîë AMÂ îáîçíà÷èì ÷åðåç α (!).

3) ×åòûðåõóãîëüíèê OBCM – âïèñàííûé, è ïîòîìó
BCO α– = .
4) Ñòîðîíû ÑÂ è CD êàñàþòñÿ (ïî óñëîâèþ çàäà÷è)

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î, è ïîòîìó ÑÎ – áèññåêòðèñà.
5) Èç ï.4 è 3 ñëåäóåò, ÷òî 2BCD α– = .
6) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé (ïî óñëîâèþ),

ñëåäîâàòåëüíî, èç ï.5 âûòåêàåò, ÷òî, 180 2BAD α– = ∞ - .
7) Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÌ èçâåñòíû äâà óãëà À è Ì,

ñëåäîâàòåëüíî, ABM–  ðàâåí ( )180 180 2α α α∞ - ∞ - + = .
8) Èç ï.7. ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ÀÂÌ ðàâíîáåäðåííûé,

ò.å. ÀÂ = AM
9) Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî CD = DM (ðèñ.2,á),

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
Ìû âèäèì, ÷òî çäåñü 9 ëîãè÷åñêèõ õîäîâ, äâà âîñêëèöà-

òåëüíûõ çíàêà (òî, ÷òî ÷åðåç òðè òî÷êè Â, Ñ è Î íàäî
ïðîâîäèòü îêðóæíîñòü, – ýòî èçîáðåòåíèå, ýòî àêò íàèòèÿ

èëè òâîð÷åñêîé ñèëû, ïîòîìó è ñòîèò ïåðâûé âîñêëèöàòåëü-
íûé çíàê, íî òî, ÷òî âàæíåéøóþ ðîëü ñûãðàåò òî÷êà Ì, òîæå
î÷åíü íåñòàíäàðòíî). È øèðîòà ïðèâåäåííîãî ðåøåíèÿ âåñü-
ìà çíà÷èòåëüíàÿ: ï.3 – òåîðåìà î ðàâåíñòâå óãëîâ, îïèðàþ-
ùèõñÿ íà îäíó è òó æå äóãó; ï.4 – òåîðåìà î áèññåêòðèñå; ï.6
– òåîðåìà î ñóììå ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ âïèñàííîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà; ï.7 – òåîðåìà î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíè-
êà; íàêîíåö, ï.9 – òåîðåìà î ðàâåíñòâå óãëîâ ðàâíîáåäðåííî-
ãî òðåóãîëüíèêà.

Èòàê, âûñîòà ïðèâåäåííîãî ðåøåíèÿ ðàâíà äâóì, øèðèíà
– ïÿòè è ãëóáèíà – òîæå äâóì.

Â 1993 ãîäó ñòàðøåìó èç àâòîðîâ ýòîé ñòàòüè áûëî ïîðó÷å-
íî âîçãëàâèòü æþðè î÷åðåäíîé Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé
îëèìïèàäû. Åñòåñòâåííî áûëî îáðàòèòüñÿ ê È.Ô.Øàðûãèíó
ñ ïðîñüáîé ïðèäóìàòü çàäà÷è ê íåé. Âîò åãî çàäà÷à äëÿ 9
êëàññà. Îíà øëà ïîä øåñòûì íîìåðîì, êàê ñàìàÿ òðóäíàÿ.

Çàäà÷à 3. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Èçâåñòíî, ÷òî
BAC 30– = ∞ , D 150– = ∞  è, êðîìå òîãî, ÀÂ = BD. Òðåáóåò-

ñÿ äîêàçàòü, ÷òî ÀÑ – áèññåêòðèñà óãëà Ñ.
Âîò àâòîðñêîå ðåøåíèå çàäà÷è.
1) Ïóñòü B¢  – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ Â îòíîñèòåëüíî ÀÑ

(ðèñ.3,à).

2) Â ñèëó ñèììåòðèè, AB AB= ¢  è BAC B AC– = – ¢ .
3) Èç ï. 2 ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ABB¢  ðàâíîñòîðîííèé.
4) Èç ï. 3 è óñëîâèÿ ÀÂ = BD âûòåêàåò, ÷òî òî÷êè À, B¢

è D ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â Â (ðàäèóñà ÀÂ) (!).
5) Èç ï.3 è 4 âûòåêàåò, ÷òî óãîë ADB¢  îïèðàåòñÿ íà äóãó

â 60°.
6) Èç ï.5 ñëåäóåò, ÷òî 30ADB– = ∞¢ .
7) Èç ï.6 ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé

ñ B¢  è Ñ.
8) Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ CD ñèììåòðè÷íà ÑÂ, ò.å. ÀÑ –

áèññåêòðèñà óãëà BCD, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íî ïðîäîëæèì íàøå ôèëîñîôñòâîâàíèå. À êàê æå âñå-òàêè
îöåíèâàòü ñëîæíîñòü ñàìîé çàäà÷è, à íå åå ðåøåíèÿ? Ìîæíî
ïîñòóïèòü òàê, êàê ÷àñòî ìàòåìàòèêè è ïîñòóïàþò: â êà÷åñòâå
îöåíêè ñëîæíîñòè çàäà÷è ìîæíî âçÿòü ìèíèìóì ñëîæíîñòè ïî
âñåì èìåþùèìñÿ ðåøåíèÿì. Ïîïðîáóåì ïðèëîæèòü ýòó èäåîëî-
ãèþ ê çàäà÷å 3.

Äî ñèõ ïîð áûëî ðàññêàçàíî î ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ.
À ñåé÷àñ áóäåò ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-
÷è 3.

Î÷åíü ñòàðûé è ãëóáîêèé âîïðîñ ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè
ñòàâèëñÿ òàê: ÷òî ëó÷øå – àëãåáðà è àíàëèç èëè ãåîìåò-
ðèÿ? Êàê âû óæå íàâåðíÿêà ïîíÿëè, È.Ô.Øàðûãèí áûë
ñòîðîííèêîì èìåííî ãåîìåòðèè, è ïåðâûé àâòîð ýòîé ñòà-
òüè òàêîå ìíåíèå âñåãäà ðàçäåëÿë. Âòîðîé àâòîð ïîñâÿòèë
îáñóæäåíèþ ýòîãî âîïðîñà íåñêîëüêî ñòàòåé (â ÷àñòíîñòè,
â «Êâàíòå»), ñòàðàÿñü çàùèòèòü êîíöåïöèþ, ÷òî íå ñëåäóåò
óïîðÿäî÷èâàòü íåñðàâíèìîå, íå íóæíî îòäàâàòü ïðåäïî÷òå-
íèå ÷åìó-òî îäíîìó, íåðàçóìíî ÿâíûì îáðàçîì ñòàíîâèòüñÿ
íà îäíó èç äâóõ ñòîðîí. Ìèð íàïîëíåí äâîéñòâåííîñòüþ,
âåùàìè, êîòîðûå íåðàçðûâíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì, íî
äàþò âîçìîæíîñòü ïîñìîòðåòü íà ìèð ñ äâóõ ðàçíûõ ñòî-
ðîí. È âîò òàêèìè äâóìÿ ðàçíûìè ñòîðîíàìè ÿâëÿþòñÿ
ãåîìåòðèÿ è àëãåáðà.

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê îïèñàíèþ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 2
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1) Îáîçíà÷èì BCA–  ÷åðåç ϕ , à DCA–  – ÷åðåç ψ ,
ñòîðîíó ÀÂ îáîçíà÷èì ÷åðåç à, à ÂÑ – ÷åðåç b (ðèñ.3,á).

2) Èç òðåóãîëüíèêà ABC ïî òåîðåìå ñèíóñîâ ïîëó÷àåì

2
sin sin 30

a b
b

ϕ
= =

∞
.                     (1)

3) Îáîçíà÷èì CAD–  ÷åðåç χ ; èç óñëîâèÿ ( 150ADC– = ∞ ),
ï.1 è òåîðåìû î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà âûòåêàåò ðàâåí-
ñòâî

180 150 30χ ψ ψ= ∞ - ∞ - = ∞ - .

4) Èç óñëîâèé çàäà÷è ( 30BAC– = ∞  è ÀÂ = ÂD) è ï.3
ñëåäóåò, ÷òî 60A BDAψ– = ∞ - = – .

5) Èç ï.4 ñëåäóåò, ÷òî 90BDC ψ– = ∞ + .
6) Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà CBD ñëåäóåò

ñîîòíîøåíèå

( ) ( )sin sin 90

a b

ϕ ψ ψ
=

+ ∞ +
.                (2)

7) Èç (1) è (2) ïîëó÷àåì

( )sin 2 sin cosϕ ψ ϕ ψ+ = .

8) Ðàñêðûâàÿ ñèíóñ ñóììû, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

sin cos cos sinϕ ψ ϕ ψ= .

9) Èç ï.8 ñëåäóåò, ÷òî ϕ ψ= . Çàäà÷à ðåøåíà.
Êàê ñðàâíèòü ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ? Èìïëèêàöèé â àíà-

ëèòè÷åñêîì ðåøåíèè ÷óòü áîëüøå, íî âîñêëèöàòåëüíûõ çíà-
êîâ òàì ñîâñåì íåò: çàäà÷ó ìîæíî ïðèçíàòü ñòàíäàðòíîé.
Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïðåäïî÷òåíèÿ: îïûòíûå ãåîìåòðû
ïðîãîëîñóþò çà ïåðâîå, íåîïûòíûå, íî âëàäåþùèå òðèãîíî-
ìåòðèåé, – çà âòîðîå ðåøåíèå. Íà îëèìïèàäå ýòó çàäà÷ó
ðåøèëè 5–6 ÷åëîâåê, è áûë ëèøü îäèí ïëþñ-ìèíóñ çà
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

È åùå îäèí, â êàêîì-òî ñìûñëå äðàìàòè÷åñêèé, ìîìåíò â
æèçíè âòîðîãî àâòîðà ñâÿçàí ñ È.Ô.Øàðûãèíûì. Ýòî ñëó-
÷èëîñü ëåòîì 1984 ãîäà. Øëà ïîäãîòîâêà ê î÷åðåäíîé Ìåæ-
äóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå. Ïðîèñõîäèëà ýòà
ïîäãîòîâêà ïîä Ìîñêâîé, â äîìå îòäûõà. Òóäà ïðèâåçëè
êîìàíäó, è ðàçíûå ìàòåìàòèêè ïðèåçæàëè åå òðåíèðîâàòü.
Ïîïðîñèëè ïðèíÿòü ó÷àñòèå è âòîðîãî èç àâòîðîâ ýòîé
ñòàòüè. À îí êàê ðàç òîãäà ïèñàë ñâîþ êíèæêó «Ðàññêàçû î
ìàêñèìóìàõ è ìèíèìóìàõ» è ïðîïàãàíäèðîâàë ìûñëü, ÷òî
áîëüøèíñòâî çàäà÷ ïëîñêîé ãåîìåòðèè íà ìàêñèìóì è ìèíè-
ìóì ìîæíî ðåøèòü òàê: íàäî èõ ôîðìàëèçîâàòü ðàçóìíûì
îáðàçîì, à ïîòîì ïðèìåíÿòü ëèáî òåîðåìó Ôåðìà î òîì, ÷òî
â òî÷êàõ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíÿåòñÿ
íóëþ, ëèáî ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. È áóäóùèì
îëèìïèéöàì êðàéíå íåîñòîðîæíî áûëî ïðåäëîæåíî äàâàòü
ëåêòîðó ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì, à îí
áóäåò èõ íåìåäëåííî ðåøàòü ïî ñâîåé ìåòîäå (êîòîðàÿ â
ëåêöèè áûëà óæå èçëîæåíà). À ïîòîì îëèìïèéöàì ïðåäëà-
ãàëîñü ðàññêàçûâàòü ñâîè ðåøåíèÿ è ñðàâíèâàòü «êòî êîãî».
Ýòî ïðåäëîæåíèå âûçâàëî áóðíîå âåñåëüå: îëèìïèéöû áûëè
óâåðåíû â òîì, ÷òî ïîáåäà áóäåò çà íèìè, òåì áîëåå ÷òî
íåçàäîëãî äî òîãî èõ ó÷èë ãåîìåòðèè ñàì Èãîðü Ôåäîðîâè÷
Øàðûãèí.

Âîò îäíà èç òåõ çàäà÷, àâòîðîì êîòîðîé áûë, êîíå÷íî,
Èãîðü Ôåäîðîâè÷; îíà ôèãóðèðîâàëà íà Ìîñêîâñêîé îëèì-
ïèàäå â 1980 ãîäó.

Çàäà÷à 4. Äàí êðóã ñ öåíòðîì Î, ÀÑ – äèàìåòð êðóãà. Íà
ÎÑ äàíà òî÷êà F. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê ïðîâåñòè õîðäó BD
÷åðåç òî÷êó F òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD áûëà ìàêñèìàëüíîé?

Âîò ðåøåíèå È.Ô.Øàðûãèíà.
1) Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABC è OBF (ðèñ.4,à).

2) Ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ âûñîòû îäèíàêîâûå, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ òàê æå, êàê OF îòíîñèòñÿ ê ÀÑ.

3) Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

OBF ODF

ABC ADC

S OF S

S AC S
= = .

4) Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

OBD

ABCD

S OF

S AC
= .

5) Çíà÷èò, âìåñòî òîãî ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ïëîùàäü
÷åòûðåõóãîëüíèêà, âîçìîæíî ìàêñèìèçèðîâàòü ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà OBD.

6) Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìàêñèìèçèðîâàòü sin BOD– . Â
ýòîì ìåñòå âîçíèêàåò êðàñèâàÿ íåîæèäàííîñòü – «ñìåíà
ðåæèìà».

7) Îáîçíà÷èì óãîë BOD ÷åðåç ϕ . Íàèëó÷øèé óãîë îáîçíà-

÷èì �̂ϕ . Î÷åâèäíî, ÷òî 0
ϕ π£ , ãäå 0

ϕ  ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ÀÑ è BD, è ïîòîìó, åñëè 0 2ϕ π£ , òî

ìàêñèìàëüíàÿ ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ � 2ϕ π= ,

åñëè æå 0 2ϕ π> , òî �

0
ϕ ϕ= .

(×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî
íàéòè ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ õîäîâ â ýòîì ðàññóæäåíèè.)

Òàê âîò, øêîëüíèêè-îëèìïèéöû ïðåäëîæèëè ëåêòîðó ðå-
øèòü ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ. Âîò êàêèì îêàçà-
ëîñü ðåøåíèå.

1) Ñíà÷àëà íàäî ôîðìàëèçîâàòü çàäà÷ó. Ïóñòü ÀÑ = 1,
OF = a, a óãîë BFC îáîçíà÷èì ϕ  (ðèñ.4,á).

2) Îëèìïèéöû ïîäñêàçàëè, ÷òî ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü, ðàâíà ïîëóïðîèçâåäåíèþ
äèàãîíàëåé íà ñèíóñ (îñòðîãî) óãëà ìåæäó íèìè.

3) Äëèíà âòîðîé äèàãîíàëè BD ðàâíà 2 22 1 sina ϕ- .
4) Èç ï.2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî íàäî íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè

( ) 2 21 sin sing aϕ ϕ ϕ= -  ïðè óñëîâèè, ÷òî 0 2ϕ π£ £ .
5) Äåëàåì çàìåíó sina zϕ =  è ïðèõîäèì ê çàäà÷å î

íàõîæäåíèè ìèíèìóìà ôóíêöèè ( ) ( )1f z z z= -  ïðè óñëî-
âèè, ÷òî 20 z a£ £ .

Ýòî – ïðîñòàÿ çàäà÷à, è ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü âûïè-

ñûâàíèåì îòâåòà: åñëè 
1

0
2

a£ £ , òî 2z a=
� , ò.å. �

2

πϕ = ;

åñëè æå 
1

1
2

a< £ , òî 
1

2
z =
� , ò.å. �

1
arcsin

2a
ϕ = .

Òåïåðü ñóäèòå ñàìè, êàêîå ðåøåíèå ïðîùå – ãåîìåòðè÷åñ-
êîå èëè àíàëèòè÷åñêîå.

Ñ ýòîé çàäà÷åé ëåêòîð ñïðàâèëñÿ äîñòàòî÷íî óñïåøíî, è
òîãäà ðàññåðæåííûå îëèìïèéöû äàëè åìó åùå îäíó çàäà÷ó,
ïðî êîòîðóþ óæå òâåðäî áûëè óâåðåíû, ÷òî ëåêòîðó åå íå
îñèëèòü. È äåéñòâèòåëüíî, ñõîäó ó íåãî íè÷åãî íå ïîëó÷è-
ëîñü, è îí âûíóæäåí áûë âçÿòü òàéì-àóò, ñêàçàâ: «Ïîéäèòå-
êà ïîïåéòå ÷àéêó!» À çà âðåìÿ òàéì-àóòà êîå-êàê âñå æå
ñïðàâèëñÿ ñ ðåøåíèåì.

Âîò ýòà çàäà÷à: Äàí óãîë À è â íåì âíóòðè äâå òî÷êè Ì
è N. Êàê ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÂÑ ÷åðåç òî÷êó Ì òàê, ÷òîáû
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ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABNC áûëà ìèíèìàëüíîé (òî÷-
êè Â è Ñ ëåæàò íà ñòîðîíàõ óãëà À)?

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî åå ðåøèòü, à î òîì,
êàê îíà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà, ìîæíî ïðî÷èòàòü â
êíèãå «Ðàññêàçû î ìàêñèìóìàõ è ìèíèìóìàõ» (Áèáëèîòå÷êà
«Êâàíò», âûï.56).

Âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå ìîæåò áðîñèòü
òåíü íà äâå ïîñëåäíèå çàäà÷è: â îáåèõ ñêðûòî èñòèííîå
èçÿùåñòâî.

À âîò åùå îäèí øåäåâð Øàðûãèíà. Ïðàâäà, Èãîðþ Ôåäî-
ðîâè÷ó îí ïðèíàäëåæèò ëèøü îò÷àñòè, ñàìà çàäà÷à äîâîëüíî
ñòàðàÿ. Íî – âñå ïî ïîðÿäêó.

Çàäà÷à 5 (îáîáùåííàÿ òåîðåìà î áàáî÷êå). Íà îêðóæíîñ-
òè äàíà õîðäà ÀÂ, íà íåé – òî÷êè Ì è N, ïðè÷åì AM = BN.
×åðåç òî÷êè Ì è N ïðîâåäåíû õîðäû PQ è RS ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðÿìûå QS è RP ïåðåñåêàþò ÀÂ â òî÷êàõ K è L.
Äîêàæèòå, ÷òî ÀK = BL.

Èñòîðèÿ ýòîé çàäà÷è äîâîëüíî çàïóòàííàÿ.
Äåëî â òîì, ÷òî åé ïðåäøåñòâîâàëà íå îáîáùåííàÿ, à

êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î áàáî÷êå. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î
áàáî÷êå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ Ì = N, ò.å. âñå òî æå ñàìîå, íî
èçíà÷àëüíî áåðåòñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà Ì – ñåðåäèíà õîðäû
ÀÂ, ÷åðåç íåå ïðîâîäÿòñÿ äâå ïðîèçâîëüíûå õîðäû PQ è RS
è óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ÀK = BL, ãäå K è L – òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé ÀÂ ñ ïðÿìûìè QS è RP ñîîòâåòñòâåííî. Êëàññè÷åñ-
êàÿ òåîðåìà î áàáî÷êå áûëà î÷åíü èçâåñòíà è ïîïóëÿðíà.
Ïîÿâèëàñü îíà äîâîëüíî äàâíî – â 1815 ãîäó â àíãëèéñêîì
æóðíàëå «Gentleman’s Dairy» (òîãäà íå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
æåíùèíû ìîãóò çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé, ïîýòîìó ìàòåìà-
òè÷åñêèå çàäà÷è ïóáëèêîâàëèñü â ìóæñêèõ æóðíàëàõ). Íà
ïðîòÿæåíèè âñåõ ïîñëåäóþùèõ ëåò «áàáî÷êà» äîñòàâëÿëà
èñòèííîå óäîâîëüñòâèå êàæäîìó, êîìó äîâîäèëîñü ñ íåé
ïîçíàêîìèòüñÿ. È, ÷òî èíòåðåñíî, áûëè ïîñòîÿííûå ïóáëè-
êàöèè, ïîñâÿùåííûå ýòîé çàäà÷å, ÷èñëî ýòèõ ïóáëèêàöèé
ïåðåâàëèëî çà íåñêîëüêî ñîòåí. Ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè-
÷åñòâî ðàçíûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è – íàïðèìåð, â èçâåñòíîé
êíèæêå Ä.Î.Øêëÿðñêîãî, Í.Í.×åíöîâà è È.Ì.ßãëîìà «Ãåî-
ìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà è çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì»,
â êíèãå Â.Â.Ïðàñîëîâà «Çàäà÷è ïî ïëàíèìåòðèè» è, åñòå-
ñòâåííî, â çàäà÷íèêàõ Øàðûãèíà.

À êàê æå ðîäèëàñü îáîáùåííàÿ òåîðåìà î áàáî÷êå? Áóäó÷è
óáåæäåí, ÷òî êðàñèâàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà äîëæíà èìåòü
÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, Èãîðü Ôåäîðîâè÷
ïðèäóìàë òàêîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ (êëàññè÷åñêîé) òåîðåìû
î áàáî÷êå. À ïîòîì ïðîñòî çàìåòèë, ÷òî íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ
â äîêàçàòåëüñòâå, åñëè «ðàçäâîèòü» òî÷êó Ì íà ïàðó ñèììåò-
ðè÷íûõ òî÷åê Ì è N. Òàê, ñïóñòÿ áîëåå ÷åì ïîëòîðà
ñòîëåòèÿ, ðîäèëîñü åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òåîðåìû î áàáî÷-
êå. Ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò ñîâåðøåííî îñîáîå ïîëîæåíèå
ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ãåîìåòðè÷åñêèå òåîðåìû è çàäà÷è
âñåãäà ñâåæè è íèêîãäà íå óñòàðåâàþò!

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå òî ñàìîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå,
åäèíîå äëÿ êëàññè÷åñêîé è äëÿ îáîáùåííîé «áàáî÷åê».

Ñäåëàåì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà ê õîðäå ÀÂ. Îêðóæíîñòü ïðè ýòîì ïåðåéäåò â ñåáÿ,
òî÷êè N, Q, R – â òî÷êè Ì, Q¢ , R¢  ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå Q K¢  è R M¢  ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæ-
íîñòè, èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ñèììåòðèÿ ïåðåâåëà
òî÷êó L â òî÷êó K, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì
÷åðåç V âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîé îêðóæíîñòè ñ
îêðóæíîñòüþ ÐÌK. Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè PMKV è
PQQ V¢  – âïèñàííûå, òî 180 180QPV MKL– = ∞ - – = ∞ -

QQ V∞ - – ¢ , ñëåäîâàòåëüíî, MKL QQ V– = – ¢ . Ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî ïðÿìûå QQ¢  è ÌK ïàðàëëåëüíû, îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî òî÷êè V, K, Q¢  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Èòàê, ïðÿìàÿ
Q K¢  ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó V. Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïðÿìàÿ R M¢  ïðîõîäèò ÷åðåç V. Òàêèì îáðàçîì, Q K¢  è
R M¢  ïåðåñåêàþòñÿ íà èñõîäíîé îêðóæíîñòè, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Øàðûãèíà ïðåäëàãàëàñü íà îäíîé èç
Âñåñîþçíûõ îëèìïèàä ïî ìàòåìàòèêå.

Çàäà÷à 6. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû ñôåðà è äâå òî÷êè À è Â
òàêèå, ÷òî ïðÿìàÿ ÀÂ íå ïåðåñåêàåò ñôåðó. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ âñåâîçìîæíûå òåòðàýäðû ABMN, äëÿ êîòîðûõ äàí-
íàÿ ñôåðà ÿâëÿåòñÿ âïèñàííîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà óãëîâ
ïðîñòðàíñòâåííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà AMBN (ò.å. ñóììà
óãëîâ AMB, MBN, BNA è NAM) íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷åê Ì è N.

Ýòà çàìå÷àòåëüíàÿ çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåò ñîáîé ïðèìåð «àí-
òèêèëëåðà». Îíà î÷åíü òðóäíî ñ÷èòàåòñÿ, à ãåîìåòðè÷åñêè
ðåøàåòñÿ íàãëÿäíî è åñòåñòâåííî, ôàêòè÷åñêè – â îäèí ïðèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q, S, Ð è R òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé
ñôåðû ñ ãðàíÿìè AMÂ, ANÂ, BMN è AMN ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó BQ = BS, êàê ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè Â òî òî÷åê
êàñàíèÿ ïðÿìûõ BQ è BS ñî ñôåðîé, è, àíàëîãè÷íî, AQ = AS,
òî òðåóãîëüíèêè AQB è AQS ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì. Äàëåå
îñòàåòñÿ ëèøü àêêóðàòíûé ïîäñ÷åò óãëîâ. Âî-ïåðâûõ,

ABQ ABS– = –  è BAQ BAS– = – . Òàê æå äîêàçûâàåì, ÷òî
MBP MBQ– = –  è NBP NBS– = – . Ñëîæèâ äâà ïîñëåä-

íèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

ABM ABN MBN– + – - – = 2ABQ ABS ABQ– + – = – .

Àíàëîãè÷íî,

2BAM BAN MAN BAQ– + – - – = – .

Òàêèì îáðàçîì,

ABM BAM ABN BAN MBN MAN– + – + – + – - – - – =

2 2ABQ BAQ= – + – .

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàâíà
180 AMB∞ - –  ñóììà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ðàâíà
180 ANB∞ - – , à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 360 2 AQB∞ - – . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñóììà AMB MBN BNA NAM– + – + – + –  ðàâíà
2 AQB– , à çíà÷èò, íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê Ì è N.

Çàäà÷à ýòà áûëà ïðåäëîæåíà íà îëèìïèàäå ïîñëåäíèì
íîìåðîì, ò.å. êàê ñëîæíàÿ çàäà÷à. Îíà è â ñàìîì äåëå
ñëîæíàÿ, åñëè íå çíàòü ðåøåíèÿ çàðàíåå. À âåäü â åå ðåøåíèè
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ è
òåîðåìà î ðàâåíñòâå êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé
òî÷êè ê ñôåðå!

Òåïåðü ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî çàäà÷ Øàðûãèíà áåç
ðàçáîðà èõ ðåøåíèé.

Çàäà÷à 7 (çàäà÷à Ëåáåãà äëÿ òðåóãîëüíèêà). Íàéäèòå
ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, êîòîðûì
ìîæíî ïîêðûòü ëþáîé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, íå ïðå-
âîñõîäÿùèìè åäèíèöû.

Èñòîðèÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå çàíèìàòåëüíà.
Àâòîð åå – âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Àíðè Ëåîí

Ëåáåã. Ñâîþ ïåðâóþ ðàáîòó îí íàïèñàë â 1899 ãîäó, à óæå ê
1902 ãîäó ñòàë êëàññèêîì ìàòåìàòèêè. Ëåáåã âíåñ íåîöåíè-
ìûé âêëàä íå òîëüêî â êëþ÷åâûå íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòèêè
XX âåêà, íî è â èñòîðèþ ðîññèéñêîé ìàòåìàòèêè. Òàê
ñëîæèëîñü, ÷òî Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà íà÷àëà
ðàçâèâàòüñÿ â îñíîâíîì âäîõíîâëåííàÿ èäåÿìè Ëåáåãà, à
çàòåì ðàçðîñëàñü â êðóïíåéøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ øêîëó íå
òîëüêî â Ðîññèè, íî è â ìèðå. Â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå
çàäà÷è Ëåáåãà òðåáîâàëîñü íàéòè ôèãóðó ìèíèìàëüíîé ïëî-
ùàäè, ïîêðûâàþùåé ëþáóþ ôèãóðó äèàìåòðà 1.

È.Ô.Øàðûãèí ïåðåíîñèò ýòó çàäà÷ó íà òðåóãîëüíèê è
íàõîäèò ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå2 . Ìû íå áóäåì

2 Îíî îïóáëèêîâàíî â êíèãå: È.Ô.Øàðûãèí. Ãåîìåòðèÿ 9–11. –

Ì.: Äðîôà, 1996 (çàäà÷à ¹677).
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ïðèâîäèòü ýòî ðåøåíèå, ñîîáùèì ëèøü îòâåò, êîòîðûé, íà
íàø âçãëÿä, ñîâåðøåííî óäèâèòåëüíûé. Îïòèìàëüíûì ÿâëÿ-
åòñÿ òðåóãîëüíèê ABC, ó êîòîðîãî ÀÂ = 1, 60A– = ∞ , à
âûñîòà, îïóøåííàÿ íà ñòîðîíó ÀÂ, ðàâíà cos10∞ . ×òî çäåñü
íåîáû÷íîãî, ñïðîñèòå âû? Äåëî â òîì, ÷òî ìû íèêîãäà íå
âñòðå÷àëè íè îäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (à ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñïåöèàëüíîñòü àâòîðîâ ýòîé ñòàòüè – òåîðèÿ ýêñòðåìóìà), ó
êîòîðîé â îòâåòå ôèãóðèðîâàë áû óãîë 10°. Áûâàþò «òàáëè÷-
íûå» óãëû (120°, 90°, 60° è ò.ä.), íà õóäîé êîíåö 72°, 36°...
Íî ÷òîáû óãîë â 10° âîçíèê â ñîâåðøåííî åñòåñòâåííîé çàäà÷å
íà ìèíèìóì – ýòî óäèâèòåëüíî!

Èãîðþ Ôåäîðîâè÷ó âåçëî íà ïîäîáíûå âåùè – ëèáî
íåîáû÷íûå, íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è, ëèáî ñîâåðøåííî óäèâè-
òåëüíûå îòâåòû â åñòåñòâåííûõ, êàçàëîñü áû, çàäà÷àõ. Ïðè-
âåäåì çäåñü åùå îäèí ïîäîáíûé ïðèìåð.

Êàæäûé èç âàñ íà óðîêàõ ãåîìåòðèè èìåë äåëî ñ ðàçâåðò-
êàìè ìíîãîãðàííèêîâ. Ðàçâåðòêà, íàðÿäó ñ ñå÷åíèåì, ïîìî-
ãàåò ñâåñòè ñòåðåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ê îäíîé èëè íåñêîëü-
êèì ïëàíèìåòðè÷åñêèì. À çàäàâàëè ëè âû ñåáå âîïðîñ:
ïî÷åìó ðàçâåðòêà âîîáùå ñóùåñòâóåò? Âñåãäà ëè ìíîãîãðàí-
íèê ìîæíî ðàçâåðíóòü íà ïëîñêîñòü? Âäðóã êàêèå-òî ãðàíè
íà ðàçâåðòêå ïåðåñåêóòñÿ? Òîãäà ôèãóðó, ïîëó÷àþùóþñÿ â
ðàçâåðòêå, íåëüçÿ áóäåò âûðåçàòü èç îäíîãî ïëîñêîãî ëèñòà
áóìàãè. Ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíûõ àíîìàëüíûõ ðàçâåðòîê
äîëãîå âðåìÿ áûëî ïðîáëåìîé, çàíèìàâøåé óìû ãåîìåòðîâ.
Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû ìíîãîãðàííèêîâ, ÷üè
ðàçâåðòêè íåëüçÿ óëîæèòü íà ïëîñêîñòü áåç ñàìîïåðåñå÷å-
íèé. Ïðèìåðû áûëè, êîíå÷íî æå, ñëîæíûå. Íî â 1997 ãîäó
ìîñêîâñêèé ìàòåìàòèê Àëåêñåé Òàðàñîâ (â òî âðåìÿ îí áûë
ñòóäåíòîì ìåõìàòà ÌÃÓ) ïðèäóìàë ñîâåðøåííî ýëåìåíòàð-
íûé ïðèìåð: îí îáíàðóæèë, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðàâèëüíûå
òðåóãîëüíûå óñå÷åííûå ïèðàìèäû, ðàçâåðòêè êîòîðûõ èìå-
þò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Óçíàâ î ïðèìåðå Òàðàñîâà, Èãîðü
Ôåäîðîâè÷ òóò æå ôîðìóëèðóåò åãî â âèäå çàäà÷è è âêëþ÷àåò
â âàðèàíò III Ñîðîñîâñêîé îëèìïèàäû.

Âñå-òàêè, óäèâèòåëüíàÿ âåùü – ãåîìåòðèÿ! Â êàêîé åùå
íàóêå íîâåéøèå äîñòèæåíèÿ (à ïðèìåð Òàðàñîâà íåñîìíåííî
ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì) ìîãóò áûòü íà ñëåäóþùèé äåíü ïðèíåñå-
íû â êëàññ äëÿ ðàçáîðà ñî øêîëüíèêàìè èëè ïðåäëîæåíû â
êà÷åñòâå çàäà÷è íà îëèìïèàäå?

Âîò ýòà çàäà÷à.
Çàäà÷à 8. Ïóñòü ABCD – ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìè-

äà ñ îñíîâàíèåì ABC è ïëîñêèìè óãëàìè ïðè âåðøèíå D,
ðàâíûìè α . Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ABC, ïåðåñåêàåò AD,
BD è CD â òî÷êàõ 1 1 1, ,A B C  ñîîòâåòñòâåííî. Ïîâåðõíîñòü
ìíîãîãðàííèêà 1 1 1ABCA BC  ðàçðåçàíà ïî ïÿòè ðåáðàì: 1 1A B ,

1 1BC , 1CC , CA è ÀÂ. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ïîëó÷èâøàÿñÿ
ðàçâåðòêà áóäåò îáÿçàòåëüíî íàêðûâàòü ñàìà ñåáÿ?

Èíòåðåñíî, ÷òî çàäà÷ó ýòó Èãîðü Ôåäîðîâè÷ ïîñòàâèë ïîä
íîìåðîì 2 (èç ïÿòè, ïðåäëàãàâøèõñÿ â ïåðâûé äåíü îëèìïè-
àäû), ò.å. êàê ëåãêóþ! Íî, ãëàâíûì îáðàçîì, èíòåðåñåí è
íåîáû÷åí îòâåò. Îí òàêîé: ïðè 100α ≥ ∞ . Êîãäà ïåðâûé àâòîð
ýòîé ñòàòüè ïðîâîäèë ðàçáîð çàäà÷ ïîñëå îëèìïèàäû, ñðàçó
íåñêîëüêî ÷åëîâåê â çàëå âîñêëèêíóëè: «À ðàçâå ìîæåò áûòü
â ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å òàêîé îòâåò? Ñòî ãðàäóñîâ – ýòî âåäü
îòíîñèòñÿ ñêîðåå ê ôèçèêå!» (èìåëàñü â âèäó, âèäèìî,
òåìïåðàòóðà êèïåíèÿ âîäû â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ). È âåäü
îíè ïðàâû. Êàæäûé, êòî ñåðüåçíî çàíèìàëñÿ ãåîìåòðèåé,
çíàåò, ÷òî â íîðìàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å òàêîãî îòâåòà
áûòü íå ìîæåò! È òåì íå ìåíåå...

Åùå îäíà çàäà÷à.
Çàäà÷à 9. Îáÿçàòåëüíî ëè ðàâíîáåäðåííûì ÿâëÿåòñÿ

òðåóãîëüíèê, åñëè òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îñíîâàíèÿõ
åãî áèññåêòðèñ – ðàâíîáåäðåííûé?

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (ñì. çàäà÷ó ¹500 â óïîìÿíóòîé ðàíåå
êíèãå) íå ñòîëü ïðîñòîå, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé

âçãëÿä. Ýòî îäèí èç íåìíîãèõ ñëó÷àåâ, êîãäà È.Ô.Øàðûãèí
íå íàøåë ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèáåã ê âû÷èñ-
ëåíèÿì. Ñêîðåå âñåãî, ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çäåñü
íå ñóùåñòâóåò, ÷òî ÿñíî óæå èç îòâåòà. À îòâåò âåñüìà
íåîæèäàííûé: òðåóãîëüíèê íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîáåäðåí-
íûé, íî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç åãî óãëîâ ëåæèò

â èíòåðâàëå 
17 5 1

arccos ; arccos
4 4

Ê ˆ- Ê ˆ
-Á ˜Á ˜

Ë ¯Ë ¯

, ò.å. ïðèìåðíî îò

102° äî 104°. Åñëè æå òðåóãîëüíèê íå èìååò òóïûõ óãëîâ èëè
èìååò, íî òóïîé óãîë íå ëåæèò â ýòîì óçêîì èíòåðâàëå, òî
òðåóãîëüíèê îáÿçàòåëüíî ðàâíîáåäðåííûé.

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ñëåäóþùåé çàäà÷è Øàðûãèíà íà-
ïîìíèì, ÷òî òàêîå ïðÿìàÿ Ñèìñîíà. Ïóñòü äàí òðåóãîëüíèê
ABC è òî÷êà Ì â ïëîñêîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Òðè ïðîåê-
öèè òî÷êè Ì íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà Ì ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ
ïðÿìîé Ñèìñîíà òî÷êè Ì îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC.

Çàäà÷à 10 (ïðÿìàÿ Ñèìñîíà n-óãîëüíèêà). Äàí ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, è ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà Ì ýòîé îêðóæíîñòè. Òî÷êà Ì ïðîåöèðóåòñÿ íà
ïðÿìûå Ñèìñîíà ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ òðåó-
ãîëüíèêîâ ABC, ABD, ACD, DCD. Òîãäà 4 ïîëó÷èâøèåñÿ
ïðîåêöèè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìîé Ñèìñîíà òî÷êè
Ì îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD).

Äàëåå ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìàÿ Ñèìñîíà
ï-óãîëüíèêà:

Ïóñòü äàí ï-óãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, è ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà Ì ýòîé îêðóæíîñòè. Òî÷êà Ì ïðîåöèðóåòñÿ
íà ïðÿìûå Ñèìñîíà ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî âñåõ ï
(ï – 1)-óãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â âåðøèíàõ äàííîãî ï-óãîëü-
íèêà. Òîãäà ï ïîëó÷èâøèõñÿ ïðîåêöèé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
(ïðÿìîé Ñèìñîíà òî÷êè Ì îòíîñèòåëüíî ï-óãîëúíèêà).

Ýòî – çàäà÷à ¹613 èç óïîìÿíóòîé êíèãè.
Â çàêëþ÷åíèå – åùå äâå çàäà÷è.
Çàäà÷à 11 (çàäà÷à ¹676). Â äàííîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåëè

ìåäèàíó ê íàèáîëüøåé ñòîðîíå, â êàæäîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ
äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ïðîäåëàëè òî æå ñàìîå, ïîëó÷èëè 4
òðåóãîëüíèêà è òàê äàëåå. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëó÷àþùè-
åñÿ òàêèì îáðàçîì òðåóãîëüíèêè ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷-
íîå ÷èñëî êëàññîâ ïîäîáíûõ ìåæäó ñîáîé òðåóãîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 12. Âîêðóã îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 îïèñàí ìíîãî-
óãîëüíèê ïëîùàäè 1S . Òî÷êè êàñàíèÿ åãî ñòîðîí ñ îêðóæíî-
ñòüþ ñîåäèíèëè, ïîëó÷èâ ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè 2S . Êàêî-
âî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû 1 2S S+ ?

Îòâåò â çàäà÷å: 6. Äîñòèãàåòñÿ íà êâàäðàòå è òîëüêî íà íåì.
Íè àâòîðñêîãî, íè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
ìû, óâû, íå çíàåì. Ñàìà çàäà÷à áûëà ñîîáùåíà Èãîðåì
Ôåäîðîâè÷åì â ÷àñòíîé áåñåäå ñ ïåðâûì àâòîðîì ýòîé ñòàòüè,
áûëî ýòî îêîëî 20 ëåò íàçàä. Øàðûãèí áûë íåìíîãî ðàçî÷à-
ðîâàí «íåèíòåðåñíûì» îòâåòîì ê çàäà÷å. Ãîâîðèë, ÷òî âî
âðåìÿ ðàñ÷åòîâ âîçëàãàë íàäåæäû íà îäèí ïÿòèóãîëüíèê, â
êîòîðîì ÷èñëî 6 ïî÷òè äîñòèãàëîñü, îäíàêî ïîòîì âûÿñíè-
ëîñü, ÷òî îí âñå ðàâíî õóæå êâàäðàòà. Íàñêîëüêî íàì
èçâåñòíî, ðåçóëüòàòà ýòîãî îí íå ïóáëèêîâàë, âîçìîæíî, èç-
çà ãðîìîçäêîñòè ðåøåíèÿ èëè ïîòîìó, ÷òî, êàê âñåãäà,
íàäåÿëñÿ íàéòè êðàñèâîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ìîæåò áûòü, ýòî óäàñòñÿ âàì, äîðîãîé ÷èòàòåëü? Òîãäà
ïðèñûëàéòå ñâîè ðåøåíèÿ íàì – àâòîðàì ñòàòüè – íà àäðåñ
ðåäàêöèè æóðíàëà «Êâàíò». Æäåì âàøèõ ðåøåíèé è õîòèì
âàñ ïðèçâàòü, êàê âñåãäà ïðèçûâàë Èãîðü Ôåäîðîâè÷ ñâîèõ
÷èòàòåëåé è ñëóøàòåëåé: «Çàíèìàéòåñü ãåîìåòðèåé! Ïîëüçà
ãåîìåòðèè íå â äîñòèæåíèè ðåçóëüòàòà, à â ñàìèõ çàíÿòèÿõ!
Ïîòîìó ÷òî ãåîìåòðèÿ – ýòî âèòàìèí äëÿ ìîçãà!»


