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Система открытых задач по геометрии

Что такое открытые задачи

Для того чтобы определить, что мы называем открытыми задачами, рассмотрим, что такое классическая школьная задача по геометрии. Классическая школьная задача состоит из данных и вопроса (задания). При этом у подавляющего числа задач мы встретим только два вопроса: найдите (в частности постройте, то есть найдите алгоритм) и докажите. Кроме того, в классической задаче, как правило, неявно предполагается следующее: 1) данных достаточно, чтобы задачу решить, 2) среди данных нет лишних, 3) ученик обладает достаточным объемом знаний (фактов и методов) для решения задачи. 
Очевидно, что такая структура школьной задачи имеет немалое число достоинств. Однако многие умения, которые необходимы ученикам для достаточно глубокого овладения геометрией, трудно сформировать при решении только классических задач.

Хороший учитель наряду с традиционными «найдите» и «докажите» ставит много других требований (как при решении задач, так и при изучении теории) и стремится к тому, чтобы ученики сами начали задавать себе различные вопросы. Перечислим некоторые из них:

1) Верно ли данное утверждение? Если верно, то докажите его. Если не верно, то приведите опровергающий пример.

2) Что можно, а что нельзя найти по данным задачи?

3) Нельзя ли ослабить условие? Нельзя ли усилить утверждение?

4) Нельзя ли уточнить (исправить) неверное утверждение?

5) Как можно продолжить последовательность утверждений (задач)?

6) Верно ли утверждение в предельном случае? Если да, то работает ли найденное доказательство для предельного случая или этот случай надо разбирать отдельно?

7) Какого типа задачи можно решить данным методом? и т.д. 
Как видим, для плодотворной работы с классической школьной задачей необходимо ставить немалое число дополнительных вопросов разного типа. Таким образом, сложившаяся в отечественной школе традиция обучения геометрии включает следующее: достаточно однотипно в структурном отношении построенные задачи и разнообразные разговоры вокруг их содержания.

Нам показалось интересным постараться максимально возможное число задач (в их число входят и теоремы обычного курса) сформулировать более открыто: не давать готового утверждения; давать неполные данные; просить исследовать ситуацию, обобщить задачу, придумать задачу по данной конструкции и т.д. Так сформулированные задачи мы и называем отрытыми.

При использовании открытых задач в обучении необходимо иметь в виду следующее.

Во-первых, открытые формулировки задач далеко не всем школьникам нравятся. У каждого школьника есть посильная ему мера неопределенности (а в открытых задачах она сильно повышена). У большинства средних школьников задача, сформулированная по принципу «пойди туда, не знаю куда», вызывает чувство неуверенности и скрытое отторжение. Напротив, математически одаренным ученикам нравится повышенная степень неопределенности, так как они любят все делать максимально самостоятельно. Но и в этом случае у каждого ученика есть своя мера неопределенности, наиболее для него комфортная.

Во-вторых, при работе с открытыми задачами трудно учитывать временной фактор. Опытный педагог может с некоторой точностью спланировать, сколько времени понадобится тому или иному ученику для решения задачи (доказательства теоремы) классического типа. Предсказать, сколько времени понадобится на исследование открытой задачи, гораздо сложнее. Для эффективной работы с открытыми задачами каждый ученик должен двигаться по системе таких задач в своем собственном темпе, а порой изменять предусмотренный учителем порядок их решения. Это позволяет делать система листков, о которой рассказано ниже.

В-третьих, решение открытых задач обладает несравненно большей содержательной неопределенностью, чем решение классических задач. «По дороге» тот или иной ученик порой открывает теоремы, изучение которых по плану курса отложено на более позднее время. Бывают случаи, когда школьники находят достаточно интересные и на первый взгляд стройные «доказательства» неверных утверждений. Поиск ошибок в таких «доказательствах» является чрезвычайно полезным и развивающим видом деятельности.

Что такое листки

Листки были введены в 1960-е гг. Н.Н. Константиновым в практику работы нескольких математических школ (идея была перенесена с кружковой работы, где её придумал Д.О. Шклярский). Суть этой формы обучения в том, что ученик изучает предмет самостоятельно, прорешивая выданную ему цепочку задач (листок). При этом нет учебника, нет объяснений у доски, нет домашних заданий в привычном виде. Весь учебный процесс состоит в самостоятельном решении задач и сдаче решений учителю (решения с ним обсуждаются). При такой форме работы на обычный по размерам класс требуется 4–5 преподавателей, чтобы успеть пообщаться с каждым. Как правило, листки используют на предмете «матанализ» («спецкурс», «спецматематика»), а предметы алгебра и геометрия изучают в традиционной классно-урочной системе (более подробное описание см. в [1]).

Как используют листки в школе «Интеллектуал»

В течение нескольких лет в школе «Интеллектуал» использовались листки при изучении геометрии в сильных математических группах (7–9 классы). За это время применение листков в «Интеллектуале» заметно эволюционировало. 

Во-первых, задачи в наших листках по возможности формулируются открыто [2, 3]; об этом уже говорилось выше. 

Во-вторых, мы заметили, что ученики, работая самостоятельно, часто изобретают длинные, корявые, «технические» решения вместо коротких, красивых и «идейных», которые им мог бы рассказать учитель. Другое дело, что красоту этих решений без самостоятельного поиска трудно оценить. Чтобы сбалансировать эти поиски и работу учеников под руководством педагога, мы ввели следующие «правила игры»:

– учитель помогает на этапе решения (причём играет роль не столько инструктора, сколько научного руководителя: обсуждает, на какой стадии решения находится ученик, куда можно двигаться дальше, и т.д.)
;

– к сложным задачам прилагаются подсказки; ученик сам решает, читать ли их и когда читать
;

– раз в три-четыре урока проводятся семинары, на которых учитель обсуждает (уже не индивидуально, а со всем классом) основные понятия, трудные теоремы, разные решения задач, взаимосвязи между задачами, ставит новые задачи. Ученики делятся своими решениями, сравнивают их.

В-третьих, мы увидели, что, работая только по листкам, ученики (по крайней мере, не очень сильные) недостаточно хорошо овладевают навыками. Скажем, Петя сам вывел все формулы площади, но не набил руку в решении простых задач и поэтому не умеет их решать быстро. Чтобы справиться с этим, мы ввели:

– домашние задания по обычному учебнику и задачнику с классическими задачами;

– математические диктанты, состоящие из нескольких простых задач. Они проводятся почти на каждом уроке в его начале и занимают 5–7 минут. Полезно сразу же после сдачи работ обсудить ответы и рассказать правильные решения.

После таких нововведений учебный процесс стал выглядеть следующим образом:

	Содержание работы
	Форма работы
	Доля учебного времени (примерно)

	Изучение нового материала
	Листки
	50–60 %

	Отработка навыков
	Математические диктанты
	10–20 %

	Введение в тему; обзор и анализ пройденного
	Семинары
	30 %


Как видно из таблицы, при изучении курса геометрии чередуются разные виды деятельности, что повышает работоспособность детей. Кроме того, эта система работы экономична с точки зрения трудозатрат учителей: половину времени (диктанты и семинары) достаточно одного преподавателя. На другую половину хватает двух-трёх педагогов (помогают подсказки, свободное общение учеников между собой и тот факт, что учителю часто можно не вникать в детали решений, так как это пока «научное руководство», а не «экзамен»).

Следует отметить, что ученики, как правило, общаются друг с другом: помогают, делятся идеями, сравнивают решения, обсуждают задачи вне уроков и т.п. Ученик имеет право получить помощь от учителя, одноклассников, учебника. Каждый ученик сам определяет степень самостоятельности своей деятельности.
После изучения темы (листка) проводятся:

– контрольная работа, в которой предлагаются в основном классические задачи (в том числе задания, проверяющие навык);

– устный зачёт по теории, на который приглашаются преподаватели других классов (4–5 человек).

К зачёту дети готовят специальную тетрадь с аккуратной записью решений опорных задач из листка (такие задачи в листке помечены знаком «+»). На зачёте они рассказывают решения этих задач, не пользуясь тетрадью.

Часто учитель совсем не спрашивает на зачете своих учеников – со всеми беседуют его коллеги. Новый преподаватель, как правило, ставит вопросы непривычным образом, задает неожиданные дополнительные вопросы и т.п. Ученику нужно уметь не просто воспроизводить добытое прежде знание, но и проводить исследование «в реальном времени».
Если ученики при изучении темы заранее знают, что зачет будет проходить именно в такой форме, то они начинают стараться всё, что можно, открывать самостоятельно и уже не считают знание ответов на вопросы из некоторого заданного списка достаточным, чтобы тема им была зачтена. Иначе говоря, они понимают, что к зачёту совершенно недостаточно «всё выучить», нужно еще и «владеть», то есть свободно пользоваться идеями и методами изученной темы.

Подчеркнём, что индивидуальная работа не является для нас самоцелью; форму работы необходимо выбирать в зависимости от содержания. Так, идейно новый материал требует общего вводного разговора (аксиома о параллельных прямых, признаки и свойства параллелограмма, признаки подобия). Важные теоремы требуют эмоционального ударения и их лучше изучать всем вместе (теорема Пифагора, теорема о медианах). Овладеть «техническими» теоремами лучше всего помогают регулярные математические диктанты (теорема Фалеса, вычисление площадей). Красивые решения сложных задач рассказывает учитель (задача Архимеда, прямая Симсона). И т.д. Поэтому приводимые ниже листки следует рассматривать как по необходимости неполную запись «действа», которое ставят учитель вместе с классом.

Другие особенности работы

1. В целом порядок изучения тем соответствует учебнику Л.С. Атанасяна и др. Однако материалы можно использовать и при работе с другими учебниками. 

2. Следуя задачнику Р.К. Гордина, мы старались вводить новые понятия и идеи возможно раньше – как только это позволяла сделать теория. Так, теорема о серединных перпендикулярах возникает уже в теме «Признаки равенства треугольников». Утверждение о том, что прямой вписанный угол опирается на диаметр, подготавливается в теме «Сумма углов треугольника». Богатство объектов и методов решения – залог успеха в работе с сильными школьниками.

3. Мы не боялись повторов – важные понятия и утверждения, варьируясь, повторяются в разных контекстах. Например, теоремы о пересечении биссектрис и о пересечении серединных перпендикуляров появляются каждая в своей теме, а затем даются вместе в теме «Множества точек» как одни из основных ГМТ, будущие «кирпичики» задач на построение. Ключевые теоремы доказываются несколькими способами. Так, теорема о медианах доказывается в разделах «Четырёхугольники», «Площади», «Подобие».

4. Этот задачник сложился из листков, которые мы готовили для сильных математических групп школы «Интеллектуал». Непростой работой было отличить те утверждения, которые дети способны освоить сами в виде задач, и те, которые следует открывать коллективно в процессе общего обсуждения. Эту работу нельзя считать вполне законченной.
5. В домашних заданиях применялась разбалловка задач, и давался избыточный их список. Ученик сам выбирал, решать ли ему много простых задач или мало сложных. Домашняя работа сдавалась учениками раз в неделю, обычно надо было набрать 10 баллов, чтобы получить «отл», 8 – чтобы получить «хор», и т.д.

При публикации из листков изъяты «обычные» домашние задания, которые давались по учебнику «Геометрия 7–9» Л.С. Атанасяна и др. и задачнику «Планиметрия» Р.К. Гордина. Оставлены только открытые задачи.

В электронном виде материалы доступны на сайте http://int-sch.ru/math.
Авторы будут признательны за отзывы, замечания и предложения. Присылайте их по адресу dshnol@mail.ru.
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Предисловие к листкам для учеников
При решении многих задач требуется выдвинуть гипотезу и обосновать ее (провести доказательство). При решении домашних задач можно пользоваться доказанными утверждениями из задач классной работы.

Знаком «+» обозначены задачи и теоремы, которые войдут в зачёт как обязательный материал. Решения этих задач, а также формулировки и доказательства этих теорем надо записать в специальную тетрадь. Знаком «*» обозначены задачи повышенной трудности.

Внимание! При оформлении задач обязательно записывать «Дано:…», рисовать чертеж, указывать номер и вес задачи в баллах!
Начальные геометрические сведения

Перед выдачей листка обсуждаются следующие вопросы.
Точка, прямая, луч, отрезок, полуплоскость, угол. Их обозначения. Концы отрезка, вершина и стороны угла, развернутый угол, середина отрезка, биссектриса, длина отрезка, величина угла. Свойства длин отрезков и величин углов. Прямой, острый, тупой угол. Отношение принадлежности. Вертикальные и смежные углы. Перпендикулярные прямые.

1. + 1) На прямой отмечены 4 точки. Сколько отрезков и лучей получилось на прямой?

2) На прямой отмечены 5 точек. Сколько отрезков и лучей получилось на прямой?

3) Обобщите задачу.

2. + На рисунке обозначены точки: А, В, С, D, E и F. Скольким способами можно, используя только эти точки, обозначить: 
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3. + Нарисуйте рисунок, соответствующий следующим условиям (обозначение [АВ]  означает отрезок АВ). Даны прямые а и b и точки А, В, С, М, К и Р. Известно, что: 
[image: image1.wmf]a

С

Î

, 
[image: image2.wmf]b

С

Î

, 
[image: image3.wmf]a

A

Î

, 
[image: image4.wmf][

]

СAB

Î

, 
[image: image5.wmf]b

M

Î

,
[image: image6.wmf][

]

KMC

Î

, 
[image: image7.wmf][

]

PMC

Î

, 
[image: image8.wmf][

]

PKC

Ï

.

4. + 1) Из одной точки проведены 3 луча. Сколько получилось различных углов?

2) Из одной точки проведены 4 луча. Сколько получилось различных углов?

3) Обобщите задачу.

5. 1) Внутри отрезка отмечено 3 точки. Каждая точка является серединой какого-либо из получившихся отрезков. Нарисуйте все возможные случаи расположения точек.

2)  Внутри отрезка отмечено 4 точки. Каждая точка является серединой какого-либо из получившихся отрезков. Нарисуйте все возможные случаи расположения точек.

3)* Внутри отрезка отмечено n точек. Каждая точка является серединой какого-либо из получившихся отрезков. Сколько различных случаев такого расположения точек существует?

6. 1) Из одной точки проведены 5 лучей, принадлежащих одной полуплоскости. В результате получился развернутый угол, а три из пяти лучей являются биссектрисами получившихся углов. Нарисуйте все возможные случаи расположения лучей.

2)* Обобщите задачу.

7. 1) Отрезок длины а разделен на 8 равных частей. Чему равно расстояние от середины второго отрезка до середины шестого? Какие еще расстояния можно найти?
2) Обобщите задачу.

8. +1) Внутри отрезка АВ длиной 6 см взята точка М. Чему равно расстояние между серединами отрезков АМ и МВ?

2) Отрезок длины 10 см разделен на 3 отрезка. Расстояние между серединами крайних отрезков равно 7 см. Что можно найти исходя из этих данных? А что нельзя найти?

9.  +Луч ОВ проходит внутри угла АОС. Угол между биссектрисами углов АОВ и ВОС равен 300. Что можно найти, исходя из этих данных? А что нельзя найти?

10. +1) На прямой взяты три точки А, В и С. АВ = 3, ВС = 1. Чему может быть равна длина отрезка АС?

2)  На прямой взяты четыре точки А, В, С и D. АВ = 1, ВС = 2, CD = 4. Чему может быть равна длина отрезка АD?

3) Обобщите задачу. 

11. +Длина отрезка АВ равна 12. Точка М принадлежит отрезку АВ. Найдите АМ, если 1) АМ:ВМ=1:2,  2) ВМ:АВ=3:4,  3) АМ:ВМ=3:5, 4) АМ-ВМ=2,  5) АВ-АМ=2, 

6) 5АМ+2ВМ=30. 

12. Длина отрезка АВ равна а. Точка М принадлежит отрезку АВ. Найдите АМ, если

1) АМ:ВМ=m:n,  2) АМ-ВМ=b (укажите, какие значения может принимать b), 3)* 
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 (укажите, какие значения может принимать p при известных а, m и  n).
13. +Решите задачу 12, если о точке М известно, что она принадлежит прямой АВ. 

14. +Длина отрезка АВ равна 1. Точки М и К принадлежит отрезку АВ. Найдите АМ, если 1) АМ:МК:КВ=1:2:3,  2) АМ:МК:КВ=2:1:3 (будьте внимательны: случаи 1) и 2) имеют принципиальное отличие). 

15. * Длина отрезка АВ равна а. Точки М и К принадлежит отрезку АВ. Найдите АМ, если АМ:МК:КВ=m:n:k. (Сколько решений может иметь задача в зависимости от значений параметров m, n и k?) 

16. * Решите задачу 15, если о точках М и К известно, что они принадлежит прямой АВ. 

17.  1) + Две точки на прямой движутся в одном направлении. Одна из точек передвинулась на 3, а другая на 1. На какую величину передвинулась середина отрезка с концами в этих точках?

2) +Та же задача, если точки движутся в разных направлениях.

3) Сформулируйте и решите задачу в общем виде.

4) * Обобщите задачу (рассмотрите не середину отрезка, а какую-либо его другую точку).

18. + 1) Через точку проведены три прямые. Величины скольких углов нужно задать, чтобы можно было найти величины остальных углов?

2)  Обобщите задачу.

19. + 1) Биссектрисы углов АОВ и МОК являются дополнительными лучами. Верно ли, что углы АОМ и ВОК вертикальные? Верно ли, что углы АОМ и ВОК равны? 

2) Те же вопросы, если известно, что углы АОВ и МОК равны. 

20. + 1) Найдите угол между биссектрисами смежных углов. 

2) Два угла имеют общую сторону, и их биссектрисы перпендикулярны. Верно ли, что углы являются смежными?

21. +1) Через одну точку проведено n прямых, где n – нечетно. Углы между соседними лучами занумерованы против часовой стрелки. Чему равна сумма углов, имеющих нечетные номера?

2) Можно ли решить аналогичную задачу, если n – четно?

22. 1) + Точка В лежит на отрезке АС, причем АВ=2, а ВС=1.На прямой АВ укажите все такие точки М, для которых АМ+ВМ=СМ. 

2) Решите задачу в общем виде, если АВ=а, а ВС=b. 

23. Из точки М проведены две прямые, перпендикулярные сторонам угла АВС. Могут ли эти прямые совпадать? Обоснуйте ваш ответ. 

24. 1) На плоскости проведены 3 прямые. Сколько точек пересечения они могут иметь?

2) На плоскости проведены 4 прямые. Сколько точек пересечения они могут иметь?

3) Обобщите задачу.

25. 1) На плоскости отмечено 3 точки. Сколько различных прямых можно через них провести?

2)  На плоскости отмечено 4 точки. Сколько различных прямых можно через них провести?

3) Обобщите задачу.

26. 1) На плоскости проведены 3 прямые. На сколько частей они могут делить плоскость?

2)  На плоскости проведены 4 прямые. На сколько частей они могут делить плоскость?

3) * Обобщите задачу (решите ее для максимального и минимального числа частей при данном количестве прямых).

27. 1) На плоскости проведены 3 прямые. Сколько замкнутых частей (многоугольников) может получиться?

2)  На плоскости проведены 4 прямые. Сколько замкнутых частей (многоугольников) может получиться?

3) * Обобщите задачу. 

Признаки равенства треугольников. Равнобедренный треугольник

Перед выдачей листка обсуждаются следующие вопросы.
Треугольник. Вершина, сторона, угол треугольника. Периметр треугольника. Равные треугольники. Соответственные элементы равных треугольников. Перпендикуляр к прямой, его основание. Медиана, биссектриса, высота треугольника. Равнобедренный треугольник, его основание и боковые стороны. Жесткость фигуры. Три признака равенства треугольников. Свойства и признаки равнобедренного треугольника. 

Признаки равенства прямоугольных треугольников, содержательно не связанные с параллельными прямыми, отнесены в следующую тему, чтобы не перегружать этот достаточно объемный листок. 
1. + В двух равнобедренных треугольниках есть пара равных тупых углов и пара равных сторон. Верно ли, что треугольники равны? Если утверждение верно, докажите его; если неверно, приведите опровергающий пример.
2. + В двух равнобедренных треугольниках есть пара равных острых углов и две пары равных сторон. Верно ли, что треугольники равны?

3. + Дан равнобедренный треугольник АВС с основанием АС. На медиане ВМ взяли точку К и соединили ее с вершинами А и С. Найдите все равные элементы получившейся конструкции и докажите их равенство.

4. + Известно, что треугольники АВС и АDC прямоугольные и равнобедренные. Следует ли из этого, что АС = АD?

5. + Дан равнобедренный треугольник АВС с основанием АС. На боковых сторонах АВ и ВС взяты соответственно точки М и К (слово соответственно в данном случае означает, что первую точку взяли на первой стороне, а вторую на второй) так, что ВМ = ВК. Построены отрезки АК и СМ, которые пересекаются в точке О. Найдите все равные элементы получившейся конструкции и докажите их равенство.

6. + Какие еще элементы (кроме сторон и углов) равнобедренного треугольника равны? Докажите равенство тех элементов, которых сможете (не для всех у вас хватает знаний).

7. + Придумайте и докажите признак равенства треугольников, использующий понятие медианы.
8. + Придумайте и докажите признак равенства треугольников, использующий понятие биссектрисы.

9. + Две стороны и высота, проведенная к третьей стороне одного треугольника соответственно равны двум сторонам и высоте, проведенной к третьей стороне, другого треугольника. Можно ли утверждать, что треугольники равны? Если нет, приведите опровергающий пример, если можно – докажите утверждение.

10. + Две стороны и угол одного треугольника равны двум сторонам и углу другого треугольника. Следует ли отсюда, что треугольники равны? А если эти элементы соответствующие, то есть одна пара равных сторон лежит против равных углов?

11. + В двух треугольниках есть по равной стороне и двум равным углам. Следует ли отсюда, что треугольники равны?

12. + Две стороны и медиана, проведенная к третьей стороне одного треугольника, соответственно равны двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне, другого треугольника. Можно ли утверждать, что треугольники равны? Если нет, приведите опровергающий пример, если можно – докажите утверждение.

13. + Докажите признак равенства треугольников по медиане и прилежащим к медиане углам, на которые она делит угол при вершине.

14. + Дан отрезок АВ. Где расположены все точки М плоскости, для которых верно равенство АМ = ВМ? Для того, чтобы описать полностью найденное множество точек, нужно доказать два взаимно обратных утверждения: 1) Для любой точки М из этого множества верно равенство АМ = ВМ, 2) если АМ = ВМ, то точка принадлежит данному множеству.

15. + Дан треугольник АВС. Всегда ли существует такая точка М, что АМ = ВМ = СМ? Единственна ли точка М, обладающая таким свойством?

16. + На плоскости даны четыре точки А, В, С и D. Всегда ли существует такая точка М, что АМ = ВМ = СМ = DМ?

17. + На плоскости даны четыре точки А, В, С и D. Известно, что АВ = ВС и АD = CD. Под каким углом пересекаются прямые АС и ВD? Всегда ли их точка пересечения делит отрезки АС и ВD? Если делит, то на какие части?
18. + Точки А, В, С и D лежат на одной прямой в указанном порядке, АВ = ВС = СD. Существует ли такая точка М, что 
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19. Дима потерял чертеж, который нужно было нарисовать дома. Он просит Лешу продиктовать ему по телефону размеры геометрической фигуры, которую нужно было нарисовать (см. рис.). Сколько и каких величин должен Леша продиктовать Диме, чтобы тот смог правильно нарисовать рисунок? Ответ подробно поясните.

20. Можно ли два равнобедренных треугольника с равными боковыми сторонами расположить так, чтобы один из них лежал внутри другого?

Открытые задачи для домашней работы
1. Найдите угол между медианами равностороннего треугольника. (2 балла)

2. По сторонам равностороннего треугольника АВС по часовой стрелке с равными скоростями ползут три черепахи. Первая начинает движение из вершины А, вторая из вершины В, третья из вершины С. Задайте разумный вопрос и решите задачу. (2 балла)

3. На сторонах АВ, ВС и АС равностороннего треугольника АВС взяты соответственно точки K, M и N, причем  АК = ВМ = СN. Проведены отрезки АМ, ВN и СК. Задайте по данной конструкции разумный вопрос и решите задачу. (1 балл)

4. Вася вырезал из картона треугольник, разрезал его на два треугольника и послал обе части Пете, который также сложил из них треугольник. Верно ли, что Петин треугольник обязательно равен Васиному? (1 балл)

5. Разрежьте треугольник на остроугольные треугольники. (2 балла)

Прямоугольный треугольник. Параллельные прямые, сумма углов треугольника

Перед выдачей листка обсуждаются следующие вопросы.
Определение параллельных прямых. Аксиома о параллельных прямых. Две прямые, параллельные третьей. Углы, образованные при пересечении трех прямых: внутренние накрест лежащие, внутренние односторонние, соответственные. Признаки параллельности прямых. Сумма углов треугольника. Внешний угол треугольника и его свойство. Прямоугольный треугольник. Катет и гипотенуза.

1. + Дима провел три прямые и измерил несколько углов. У него получились углы 200, 600, 800 и 1400. Могло ли так быть?

2. + Две параллельные прямые пересечены третьей. Найдите угол между биссектрисами внутренних односторонних углов.

3. Можно ли расположить на плоскости 9 прямых так, чтобы каждая из них пересекалась ровно с 1) 8, 2) 6, 3) 7 другими прямыми?

4. + Найдите сумму углов 1) четырехугольника, 2) пятиугольника, 3) n-угольника, все углы которого меньше 1800.

5. Найдите сумму внешних углов 1) треугольника, 2) четырёхугольника, 4) n-угольника, все углы которого меньше 1800.

6. Найдите сумму углов при вершинах 1) пятиконечной звезды, 2) семиконечной звезды. 3)* Обобщите задачу.

7. + Существуют 4 признака равенства прямоугольных треугольников. Найдите и докажите их.
8. + Если в прямоугольном треугольнике один из углов равен 300, то две его стороны легко выражаются друг через друга. Найдите, какие это стороны и как выражаются.

9. + Сформулируйте и докажите утверждение, обратное найденному в задаче 8.

10. + Медиана треугольника равна половине стороны, к которой она проведена. Определите вид треугольника. 

11. + Сформулируйте и докажите утверждение, обратное утверждению задачи 10.

12. + Кошка сидит на середине лестницы, прислоненной к стене. Концы лестницы начинают скользить по полу и по стене. Какова траектория движения кошки?

13. + В прямоугольном треугольнике проведена высота к гипотенузе. Что можно сказать об образовавшихся углах?

14. + Высота треугольника делит его на два треугольника, причем каждый угол одного треугольника равен какому-то углу второго треугольника. Определите вид исходного треугольника. (Будьте внимательны: здесь возможны варианты.)

15. В прямоугольном треугольнике с углом в 300 проведены биссектриса и высота из вершины прямого угла. Найдите величины углов, на которые они делят прямой угол.
16. + В неравнобедренном прямоугольном треугольнике проведены высота, биссектриса и медиана к гипотенузе. Рассмотрите углы, на которые они делят прямой угол. Найдите и докажите утверждение об этих углах.

Определение. Расстоянием от точки до прямой называется длина перпендикуляра, проведенного из данной точки к данной прямой.

17. + Дан угол А. Найдите внутри угла множество всех точек L, расстояния от которых до сторон угла равны (другая формулировка: равноудаленных от сторон угла). Здесь, как и в задаче о серединном перпендикуляре (см. предыдущий листок, задача 14), нужно доказать два утверждения.

18. + Дан треугольник АВС. Всегда ли существует точка L, равноудаленная от сторон треугольника? Единственная ли эта точка?

19. + В равнобедренном треугольнике проведена биссектриса внешнего угла при его вершине. Найдите и докажите утверждение по данной конструкции.

20. + Сформулируйте и докажите утверждение, обратное найденному в задаче 19.

21. + Найдите геометрическое место точек (множество всех точек плоскости), расположенных на данном расстоянии от данной прямой.

22. + Найдите геометрическое место точек, равноудаленных от двух данных прямых (рассмотрите два случая).

23. + Внутри угла А взята точка М и из нее опущены перпендикуляры МВ и МС на стороны угла. Как связаны величины углов А и ВМС? Что изменится в решении задачи, если точка М находится вне угла? Как бы вы сформулировали условие задачи в граничном случае, когда точка М лежит на стороне угла?
24. + Один из углов треугольника равен 
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. Найдите угол между биссектрисами двух других углов треугольника. А какие еще углы можно найти? (Если нет идей, решите задачу с какими-нибудь численными данными.)

25. ВК – биссектриса треугольника АВС. Известно, что разность углов АКВ и СКВ равна 
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. Что можно сказать об углах треугольника АВС? (Если нет идей, решите задачу с какими-нибудь численными данными.)
26. Петя придумал такое определение: «Треугольник называется рениксой (от лат. чепуха), если две его биссектрисы перпендикулярны». Какими свойствами обладают рениксы?

27. + Один из углов треугольника равен 
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. Найдите угол между высотами двух других углов треугольника.

28. Какие значения может принимать а) наибольший угол треугольника, б) наименьший угол треугольника, в) средний по величине угол треугольника?
29. Биссектриса угла А делит треугольник на два равнобедренных треугольника. Найдите углы треугольника.

30. 1) В треугольнике два угла равны 200 и 600. Разрежьте его на два равнобедренных треугольника. 2) В треугольнике два углы равны 1200 и 150. Можно ли его разрезать на два равнобедренных треугольника? 3) Обобщите задачу.

31. Какие еще треугольники можно разрезать на два равнобедренных треугольника?

32. Дан куб АВСDА1В1С1D1. Найдите угол ВDС1.

Задачи на неравенство треугольника и кратчайшие пути

Перед выдачей листка доказывается неравенство треугольника.

1. + Докажите, что для любых трёх точек плоскости A, B и C справедливо неравенство AB + BC 
[image: image14.wmf]³

 AC. В каком случае достигается равенство?

2. Сколько можно составить треугольников из отрезков, равных: а) 2, 3, 4 и 5; б) 2, 3, 4, 5, 6, 7?

3. В треугольнике длина одной стороны равна 5, а другой 4. Какие целые значения может принимать длина третьей стороны?

4. У треугольника две стороны равны a и b (a < b). В каких пределах может меняться а) третья сторона c, б) периметр треугольника Р?

5. Дома Винни-Пуха и Пятачка находятся на расстоянии 1 км друг от друга. Однажды они одновременно вышли из своих домов и каждый пошёл по какой-то прямой. Винни-Пух проходил 3 км в час, а Пятачок – 4 км в час. Через некоторое время они встретились. Сколько времени могло продолжаться их путешествие? Укажите наибольшее и наименьшее возможное время.
6. Обобщите неравенство треугольника на многоугольник.

7. + Точки A и B расположены по одну сторону от прямой l. Постройте на прямой l такую точку P, чтобы сумма AP + BP была наименьшей.

8. По разные стороны от прямой l лежат точки A и B. Постройте на прямой l такую точку P, чтобы модуль разности | AP – BP | был наибольшим.

9. * На реке расположены два острова A и B. Туристы, отправившись на байдарке от острова A, хотят попасть на остров B, побывав сначала на левом, а потом на правом берегах реки. Как они должны проложить свой маршрут, чтобы весь путь имел наименьшую длину? Берега реки – прямые линии. 

10. + Докажите, что в треугольнике медиана меньше полусуммы сторон, между которыми она заключена, но больше их полуразности.

11. Сравните сумму длин медиан треугольника с его периметром и с его полупериметром.

12. + Точка M лежит внутри треугольника ABC. Сравните углы AMC и ABC. Верно ли, что AM < AC и BM < BC? Верно ли, что AM + MB < AC + CB (“объемлемая меньше объемлющей”)?

13. Решите задачу, аналогичную задаче 11, для суммы расстояний от точки внутри треугольника до его вершин.

14. + а) Найдите внутри выпуклого четырёхугольника точку, для которой сумма расстояний до вершин наименьшая. б*) То же для невыпуклого четырёхугольника.

15. Найдите двойное неравенство, связывающее сумму диагоналей выпуклого четырёхугольника, его периметр и полупериметр. Верно ли оно для невыпуклого четырёхугольника?

16. + Серединный перпендикуляр к отрезку AB делит плоскость на две полуплоскости; точка C лежит в одной полуплоскости с точкой A. Сравните CA и CB. Решите обратную задачу.

17. + Две стороны одного треугольника равны двум сторонам другого треугольника. Углы между этими сторонами разные. Что можно утверждать про длины третьих сторон? Сформулируйте и докажите обратное утверждение.

18. + а) В треугольнике ABC медиана АМ равна половине стороны BC. Найдите угол A. Что можно сказать про угол А, если АМ < BC / 2; AM > BC / 2? б) Сформулируйте и проверьте обратные утверждения.

19. * В четырёхугольнике два противоположных угла тупые. Сравните диагонали.

20. а) Внутри многоугольника находится другой многоугольник. Верно ли, что периметр внутреннего многоугольника меньше периметра внешнего? б*) Попробуйте уточнить утверждение.

21. * Жители трёх деревень, расположенных в вершинах треугольника, решили вырыть общий колодец. При этом они хотят расположить колодец в таком месте, чтобы общий путь всех семей за водой был как можно меньше. Каждая семья должна ходить за водой один раз в день. Где следует вырыть колодец, если в деревне A живёт 100 семей, в деревне B – 200 семей, а в деревне C – 300 семей?

22. * Исследуйте взаимное расположение медианы, биссектрисы и высоты, проведённых из одной вершины неравнобедренного треугольника.

Открытые задачи для домашней работы. 

Верно ли, что для любой точки, лежащей внутри выпуклого четырёхугольника, сумма расстояний от неё до вершин четырёхугольника меньше его периметра, но больше его полупериметра? (3 балла)

Подсказки к задачам листка
7. Решите сначала задачу, в которой точки A и B находятся по разные стороны от прямой l.

8. А здесь наоборот, пусть точки A и B сначала будут по одну сторону от прямой l.

10. «Удвойте» медиану.

11. Используйте предыдущую задачу. Рассмотрите также 6 маленьких треугольников, на которые медианы делят исходный треугольник.

13. Используйте объемлемую и объемлющую.

17. Совместите треугольники по одной из равных сторон. Рассмотрите углы треугольника, двумя сторонами которого служат третьи (неравные) стороны исходных треугольников. 

Задачи на множества (геометрические места) точек

Во всех задачах все точки лежат в одной плоскости.

1. + Найдите множество точек M, равноудалённых от точек A и B, т.е. {M| MA = MB}.

2. Найдите множество точек M, расположенных ближе к точке A, чем к точке B, т.е. {M| MA > MB}.

3. + Найдите множество точек M, удалённых от данной точки O на расстояние r, т.е. {M| OM = r}.

4. Найдите множество точек M, удалённых от данной точки на расстояние, большее данного, т.е. {M| OM > r}.

5. Дана сторона AB треугольника ABC и длина стороны AC. Найдите множество вершин C.

6. Дана сторона AB треугольника ABC и длина медианы CM. Найдите множество вершин C.

7. Найдите множество центров окружностей, проходящих через две данные точки.

8. Найдите множество точек, равноудалённых от трёх вершин данного треугольника.

9. * У мышки три выхода из норки в известных кошке точках A, B и C. Где должна сидеть кошка, чтобы расстояние от неё до самого далёкого из трёх выходов было как можно меньше?

10. + Найдите множество точек M, удалённых от прямой l на заданное расстояние d, т.е. {M| 
[image: image15.wmf]r

(l, M) = d}. 

11. Найдите множество точек M, удалённых от прямой на расстояние больше данного, т.е. {M| 
[image: image16.wmf]r

(l, M) > d}.

12. Найдите множество центров окружностей радиуса r, касающихся данной прямой.

13. Дана сторона AB треугольника ABC и длина высоты CH. Найти множество вершин C. 

14. + Найдите множество точек внутри данного угла, равноудалённых от его сторон.

15. + Найдите геометрическое место центров окружностей, вписанных в данный угол (т.е. касающихся его сторон).

16. + Найдите множество точек M, равноудалённых от двух данных прямых l1 и l2 (параллельных или пересекающихся), т.е. {M| 
[image: image17.wmf]r

(M, l1) = 
[image: image18.wmf]r

(M, l2)}.

17. Найдите множество точек M, удалённых от одной прямой больше, чем от другой, т.е. {M| 
[image: image19.wmf]r

(M, l1) > 
[image: image20.wmf]r

(M,l2)}.

18. Найдите множество центров окружностей, касающихся двух данных пересекающихся прямых.

Определение. Расстоянием между двумя фигурами называется наименьшее расстояние между точками этих фигур. 

19. Найдите геометрическое место точек, расположенных на данном расстоянии от данного: 1) отрезка, 2*) треугольника (под треугольником в данной задаче понимается объединение трех отрезков без внутренней области).

20. * На участке леса, ограниченном тремя прямолинейными железными дорогами, живёт медведь. В какой точке леса он должен построить берлогу, чтобы расстояние от неё до ближайшей железной дороги было как можно больше?

21. Найдите множество точек, равноудалённых от трёх сторон данного треугольника.

22. + Найдите множество точек M, из которых отрезок AB виден под прямым углом, т.е. {M| 
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AMB = 90
[image: image22.wmf]o

}.

23. Найдите множество точек M, из которых данный отрезок виден под острым углом, т.е. {M| 
[image: image23.wmf]Ð

AMB < 90
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}.

24. Даны две точки A и B. Найдите множество оснований перпендикуляров, опущенных из точки A на всевозможные прямые, проходящие через точку B.

25. * На сторонах четырёхугольника как на диаметрах построены круги. Обязательно ли они покрывают весь четырёхугольник? Тот же вопрос для треугольника; пятиугольника.

26. Дом охотника расположен на берегу реки в 2 км от моста на другой берег. Изобразите область, в которой охотник может оказаться через час после выхода из дома. Скорость охотника 6 км/ч, переплывать реку он не собирается.

27. * Через деревню A, окружённую со всех сторон лугами, проходит одна прямолинейная дорога. Человек может идти по дороге со скоростью 5 км/ч, по лугу – 2 км/ч. Начертите множество точек, до которых он мог бы дойти из A за один час. 

28. Дана окружность. Найдите множество середин её хорд, имеющих данную длину.

29. Найдите множество центров окружностей данного радиуса, высекающих на данной прямой отрезки, равные данному.

30. Даны две точки A и B. Найдите множество точек M, таких что: 

а) ΔAMB прямоугольный;

б) ΔAMB остроугольный;

в) ΔAMB тупоугольный;

г) ΔAMB равнобедренный;

д*) ΔAMB сторона AB – наибольшая;

е*) в ΔAMB сторона AM – наибольшая;

ж**) ΔAMB остроугольный, а его угол A – средний по величине (т.е. не наибольший и не наименьший).

Задачи на построение циркулем и линейкой

Перед выдачей листка обсуждаются следующие вопросы.
Сколько общих точек могут иметь прямая и окружность? Сколько общих точек могут иметь две окружности? Кроме того, даётся определение касательной к окружности и придумывается определение касания двух окружностей, доказываются свойство и признак касательной к окружности.

Окружности
1. + Постройте окружность с центром в данной точке, касающуюся данной прямой.

2. + Постройте окружность данного радиуса, касающуюся данной прямой в данной точке.

3. + Проведите через две данные точки окружность данного радиуса.

4. + Постройте окружность, проходящую через три вершины данного треугольника (она называется описанной окружностью треугольника).

Определение. Окружность, касающаяся сторон данного угла, называется вписанной в угол.

5. Впишите в данный угол окружность с центром в данной точке. В каких случаях задача имеет решение?

6. Впишите в данный угол окружность, касающуюся стороны угла в данной точке.

7. Впишите в данный угол окружность данного радиуса.

8. + Какую окружность логично назвать вписанной в треугольник? Впишите окружность в данный треугольник.

9. + Проведите к данной окружности касательную из данной точки, лежащей а) на окружности, б) вне окружности.

10. * Постройте общую касательную к двум данным окружностям.

Треугольники
1. + Постройте треугольник по трём сторонам.
2. Постройте треугольник а) по стороне и двум прилежащим к ней углам, б) по двум сторонам и углу между ними.

3. Постройте прямоугольный треугольник а) по двум катетам, б) + по катету и гипотенузе.

4. + Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне. 

5. Постройте прямоугольный треугольник ABC по острому углу B и биссектрисе BD.

6. Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней углу и высоте, проведённой к этой стороне.

7. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте к третьей стороне.

8. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, проведённой к одной из них.

9. Постройте треугольник по стороне a, высоте ha и медиане ma.

10. Постройте треугольник по стороне a, высоте hb и медиане mb.

11. Постройте треугольник по стороне a, высоте hb и медиане ma.

12. * Постройте треугольник по двум данным неравным сторонам, если известно, что угол против одной из них в 3 раза больше угла против другой. 

13. + Постройте треугольник, если заданы сторона, прилежащий к ней угол и сумма двух других сторон.

14. + Постройте треугольник по двум углам и периметру.

15. Постройте прямоугольный треугольник по сумме катетов и гипотенузе.

16. * Постройте треугольник по стороне BC, противолежащему углу 
[image: image25.wmf]a

 и сумме s двух других сторон AB и AC.

17. + Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и высоте к ней.

18. Постройте треугольник по углу, высоте и биссектрисе, проведённым из вершины этого угла.

19. + Можно ли построить а) треугольник по трём углам, б) прямоугольный треугольник по гипотенузе и медиане к ней?

20. * Постройте треугольник по стороне, разности углов при этой стороне и сумме двух других сторон.

21. Придумайте свои задачи на построение треугольника по трём элементам. Исследуйте их разрешимость.
� Классическое правило – тебе жёстко задали задачу, решай её сам, безо всякой помощи, – искусственно и встречается только в школьном преподавании или в школьном по типу преподавании в некоторых институтах (но в науке-то такого правила нет!). Мы считаем гораздо более жизненным, когда ученик участвует в постановке задачи и имеет возможность получить помощь при ее решении.


� В идеале хотелось бы, чтобы учитель знал, кто из учеников и когда посмотрел подсказку. Это можно реализовать в электронной системе обучения, например, дистанционного.
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