
ÐÅØÅÍÈß
9.1. (À.À.Çàñëàâñêèé) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü, öåíòð O êîòîðîé ëåæèò

âíóòðè íåãî. Äîêàçàòü, ÷òî, åñëè 6 BAO = 6 DAC, òî äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿð-
íû.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 6 ABO = (π − 6 AOB)/2 = π/2 − 6 ADB, 6 DAC + 6 ADB = π/2, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è (ðèñ.9.1).
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Ðèñ.9.1
9.2. (Ë.À.Åìåëüÿíîâ) Íàéòè âñå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà òðè

ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà ñ îäèíàêîâûìè áîêîâûìè ñòîðîíàìè.
Ðåøåíèå. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ðàâíîáåäðåííûõ ñ ðàâíûìè

áîêîâûìè ñòîðîíàìè ðàäèóñàìè îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Åñëè òðåóãîëüíèê ABC � òóïîóãîëüíûé
(C � òóïîé óãîë), òî âîçüìåì íà ñòîðîíå AB òî÷êè A′, B′ òàêèå, ÷òî AB′ = B′C = CA′ = A′B, è
ðàçðåæåì òðåóãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè AB′C, A′B′C è A′BC (ðèñ.9.2.1).
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Ðèñ.9.2.1
Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC (AC = BC) ðàçðåçàòü òðåáóåìûì îáðàçîì

íåëüçÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà ðàçðåçàíèÿ òðåóãîëüíèêà íà òðè:

ñîåäèíèòü âíóòðåííþþ òî÷êó ñ âåðøèíàìè èëè ðàçðåçàòü òðåóãîëüíèê íà äâà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç âåðøèíó, à çàòåì ïîâòîðèòü ýòó îïåðàöèþ ñ îäíîé èç äâóõ ÷àñòåé (ðèñ.9.2.2).

Ðèñ.9.2.2
Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê AXB ìîæåò áûòü ðàâíîáåäðåííûì òîëüêî ïðè AX = BX, íî

òîãäà äâà äðóãèõ òðåóãîëüíèêà ðàâíîáåäðåííûìè íå áóäóò. Âî âòîðîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäèí èç
ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ïåðâîì ðàçðåçå òðåóãîëüíèêîâ äîëæåí áûòü ðàâíîáåäðåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðâàÿ ïðÿìàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé ïðÿìîãî óãëà, ëèáî ñîåäèíÿåò òî÷êó C ñ òî÷êîé D íà
ãèïîòåíóçå, äëÿ êîòîðîé AD = AC. Íè â òîì, íè â äðóãîì ñëó÷àå ïðîâåñòè âòîðóþ ïðÿìóþ òàê,
÷òîáû ïîëó÷èòü íóæíîå ðàçðåçàíèå íåâîçìîæíî.
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9.3. (È.Ô.Øàðûãèí) Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êè A, B íà íåé. Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî ñåðåäèí
îòðåçêîâ, îäèí èç êîíöîâ êîòîðûõ ëåæèò íà îäíîé èç äóã AB, à äðóãîé íà âòîðîé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè äàííîé îêðóæíîñòè. Õîðäà, ñåðåäèíîé êîòî-
ðîé ÿâëÿåòñÿ K ïåðïåíäèêóëÿðíà OK. Ïîýòîìó îíà ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îäèí èç óãëîâ OKA, OKB íå îñòðûé, à äðóãîé � íå òóïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ìíîæå-
ñòâî ñîñòîèò èç òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå îäíîãî èç êðóãîâ ñ äèàìåòðàìè OA, OB, è
âíå èëè íà ãðàíèöå äðóãîãî (ðèñ.9.3).

�

�

�
�

Ðèñ.9.3

9.4 (À.Ã.Ìÿêèøåâ) Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, M �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, O � òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê äèàãîíàëÿì, H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ,ñîåäèíÿþùèõ
îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ APD è BCP , APB è CPD. Äîêàçàòü, ÷òî M � ñåðåäèíà OH.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O1 � ñåðåäèíà AC, à O2 � ñåðåäèíà BD. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà M �
ñåðåäèíà îòðåçêà O1O2 (ïîíÿòíî, ÷òî M � öåíòð ìàññ ñèñòåìû 1A, 1B, 1C, 1D. Ðàññìîòðèì ïîäñè-
ñòåìû 1A, 1C è 1B, 1D , êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ïîäñèñòåìàì 2O1, 2O2).

Î÷åâèäíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé îðòîöåíòðàìè åñòü ïàðàëëåëîãðàìì, ñòîðîíû êîòî-
ðîãî ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðàõ, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ê ñîîòâåòñòâóþùèì
äèàãîíàëÿì. Ïîýòîìó H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà è äåëèò èõ ïîïî-
ëàì.

Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ HO1 ïàðàëëåëüíà OO2, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíà äèàãîíàëè
BD. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòîé äèàãîíàëè è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç H è ïîêàæåì,
÷òî îíà ïðîõîäèò è ÷åðåç òî÷êó O1. Ïóñòü íàøà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îòðåçîê AH4 â òî÷êå K. Òîãäà
îíà ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé â òðåóãîëüíèêå AH3H4, è ïîòîìó K � ñåðåäèíà AH4. À ñëåäîâàòåëüíî,
íàøà ïðÿìàÿ áóäåò ñðåäíåé ëèíèåé è â òðåóãîëüíèêå AH4C, è ïîòîìó ïðîéäåò ÷åðåç O1.

Ðàññóæäàÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî , óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ïðÿìàÿ HO2 ïàðàëëåëüíà OO1, ò.å.
HO1OO2 � ïàðàëëåëîãðàìì, ïðè÷åì M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé (ðèñ.9.4).
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Ðèñ.9.4

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè O, M , H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è OM = MH.
9.5. (Á.Ð.Ôðåíêèí) Äàíî, ÷òî íè äëÿ êàêîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èç ïðîâåäåííûõ ê íåé âûñîòû,

áèññåêòðèñû è ìåäèàíû íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê. Äîêàçàòü, ÷òî îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà
áîëüøå ÷åì 135◦.
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Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ìåäèàíà áîëüøå ëèáî ðàâíà ñóììå áèññåêòðèñû è
âûñîòû èç òîé æå âåðøèíû. Åñëè ìåæäó êàêîé-òî ìåäèàíîé è ñîîòâåòñòâóþùåé âûñîòîé óãîë íå
áîëüøå 60◦, òî ìåäèàíà íå áîëüøå óäâîåííîé âûñîòû, à ñóììà áèññåêòðèñû è âûñîòû � íå ìåíüøå,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî íå äîñòèãàåòñÿ îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó êàæäîé
ìåäèàíîé è ñîîòâåòñòâóþùåé âûñîòîé óãîë áîëüøå 60◦. Òàê êàê â òðåóãîëüíèêå íàèìåíüøèé óãîë
íå áîëüøå 60◦, òî êàêàÿ-òî âûñîòà ïðîõîäèò âíå òðåóãîëüíèêà, ò.å. îí òóïîóãîëüíûé.

Ïóñòü A � âåðøèíà òóïîãî óãëà, B è C � îñòàëüíûå äâå âåðøèíû, AM � ìåäèàíà, AH �
âûñîòà, ïðè÷åì òî÷êà M ïðèíàäëåæèò îòðåçêó BH. Ïî äîêàçàííîìó 6 AMH < 30◦. Îí ðàâåí ñóììå
óãëîâ ABM è BAM . Ìåäèàíà èç âåðøèíû òóïîãî óãëà ìåíüøå ïîëîâèíû ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíû.
Îòñþäà 6 ABM < 15◦.

Âûñîòà èç âåðøèíû B îáðàçóåò óãîë áîëüøå 60◦ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìåäèàíîé, à òîãäà è ñî
ñòîðîíîé BC. Ïîýòîìó 6 ACB < 30◦. Çíà÷èò, 6 BAC > 180◦ − 15◦ − 30◦ = 135◦.

10.1. (Ë.À.Åìåëüÿíîâ) Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê áåç ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí. Äëÿ êàæäîé
òðîéêè åãî âåðøèí ñòðîèòñÿ òî÷êà, äîïîëíÿþùàÿ ýòó òðîéêó äî ïàðàëëåëîãðàììà, îäíà èç äèàãî-
íàëåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüþ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîêàçàòü, ÷òî èç ÷åòûðåõ ïîñòðîåííûõ
òî÷åê ðîâíî îäíà ëåæèò âíóòðè èñõîäíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü âåðøèíà D′ ïàðàëëåëîãðàììà ABCD′ ëåæèò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD. Òîãäà 6 BCA < 6 CAD è 6 BAC < 6 ACD. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ñòîðîí ABCD ëåæàò íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêîâ AB è BC çà òî÷êó B. Î÷åâèäíî, ÷òî
âåðøèíà ñ òàêèì ñâîéñòâîì â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ðîâíî îäíà (ðèñ.10.1.1).
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Ðèñ.10.1.1

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD � èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ABCD′ � ïàðàëëåëîãðàìì, ëå-
æàùèé â íåì. Ïóñòü ëó÷è CD′ è AD′ ïåðåñåêàþò ñòîðîíû â òî÷êàõ C1 è A1. Òîãäà SABC = SABD′ =
SABC1 < SABD, àíàëîãè÷íî SABC < SACD. Òîãäà SABC < SABD + SACD − SABC = SBCD, ò. å. ABC
� òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè, îáðàçîâàííûé òðåìÿ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Íàîáî-
ðîò, åñëè îí òàêîâîé, òî íà ñòîðîíàõ íàéäóòñÿ òî÷êè A1 è C1 òàêèå, ÷òî SABC = SABC1 = SA1BC , è
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AA1 è CC1 áóäåò èñêîìîé (ðèñ.10.1.2).
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Ðèñ.10.1.2

10.2. (À.Â.Øàïîâàëîâ) Òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ïîäîáíûõ äðóã äðóãó òðåóãîëüíèêà.
Äîêàçàòü, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà ëþáîå ÷èñëî ïîäîáíûõ äðóã äðóãó òðåóãîëüíèêîâ.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC ñ íàèáîëüøèì óãëîì C ðàçðåçàí íà òðè ïîäîáíûõ îòðåçêàìè
AX, BX, CX. Òàê êàê 6 AXB > 6 ACB, óãëó AXB â äðóãèõ òðåóãîëüíèêàõ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî
óãëû AXC è BXC. Çíà÷èò, 6 AXB = 6 AXC = 6 BXC = 120◦. Íî òîãäà AX = BX = CX è
òðåóãîëüíèê ABC � ïðàâèëüíûé.

Ïóñòü òåïåðü òðåóãîëüíèê ðàçðåçàëè ñíà÷àëà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó, íà äâà, à çàòåì
îäèí èç ýòèõ äâóõ åùå íà äâà. Òàê êàê äâà ïîñëåäíèõ òðåóãîëüíèêà ïîäîáíû, îíè ïðÿìîóãîëüíûå,
ò.å. ïðè ïåðâîì ðàçðåçå îò èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà îòðåçàëè ïðÿìîóãîëüíûé, à çàòåì îñòàâøèéñÿ
òðåóãîëüíèê ðàçäåëèëè íà äâà âûñîòîé. Ïåðåáðàâ âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ëèáî ðàâíîáåäðåííûé, ëèáî ïðÿìîóãîëüíûé. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå
åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà ëþáîå ÷èñëî ïîäîáíûõ.

10.3. (À.À.Çàñëàâñêèé) Â îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O ïðîâåäåíû äâå ïàðàëëåëüíûå õîðäû AB è
CD. Îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàçàòü, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà
OP ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ AB è CD.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X, Y � ñåðåäèíû AB è CD, Q � ñåðåäèíà OP . Òîãäà XQ2 = (2OX2 +2XP 2−
OP 2)/4 = (2OX2 + 2XA2 − OP 2)/4 = (2R2 − OP 2)/4 = Y Q2. Òàêèì îáðàçîì, Q ðàâíîóäàëåíà îò
òî÷åê X è Y , à, çíà÷èò, è îò ïðÿìûõ AB è CD (ðèñ.10.3).
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Ðèñ.10.3

10.4. (Âèì Ïàéëñ, Íèäåðëàíäû) Íà ïëîñêîñòè äàíû äâà îòðåçêà A1B1 è A2B2, ïðè÷åì A2B2
A1B1

=
k < 1. Íà îòðåçêå A1A2 âçÿòà òî÷êà A3, à íà ïðîäîëæåíèè ýòîãî îòðåçêà çà òî÷êó A2 � òî÷êà A4,
òàê ÷òî A3A2

A3A1
= A4A2

A4A1
= k. Àíàëîãè÷íî, íà îòðåçêå B1B2 áåðåòñÿ òî÷êà B3, à íà ïðîäîëæåíèè ýòîãî

îòðåçêà çà òî÷êó B2 � òî÷êà B4, òàê ÷òî B3B2
B3B1

= B4B2
B4B1

= k. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè A3B3 è
A4B4.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð íå ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ïîäîáèÿ, ïåðåâîäÿùåãî A1 â
A2 è B1 â B2. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè OA1B1 è OA2B2 ïîäîáíû, 6 A1OB1 = 6 B2OA2 è áèññåêòðèñû
óãëîâ A1OA2 è B1OB2 ñîâïàäàþò. Òàê êàê OA2/OA1 = OB2/OB1 = k, ýòà îáùàÿ áèññåêòðèñà
ïåðåñåêàåò îòðåçêè A1A2 è B1B2 â òî÷êàõ A3 è B3, à ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ åé ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
ïðîäîëæåíèÿ ýòèõ îòðåçêîâ â òî÷êàõ A4 è B4 (ðèñ.10.4.1). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë ïðÿìîé.
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Ðèñ.10.4.1

×òîáû íàéòè òî÷êó O, ïîñòðîèì îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè A3A4 è B3B4 è íàéäåì òî÷êè èõ
ïåðåñå÷åíèÿ. Òàê êàê îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì A3A4 � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, îòíîøåíèå
ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî A2 è A1 ðàâíî k, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò öåíòðàìè äâóõ ïîäîáèé,
ïåðåâîäÿùèõ A1 â A2 è B1 â B2. Îäíî èç ýòèõ ïîäîáèé ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, äðóãîå ìåíÿåò.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü −−−→A1B1 =~u, −−−→A2B2 =~v, ïî óñëîâèþ ~v2 = k2~u2. Òîãäà

−−−→
A3B3 = −−−→

A3A1 +−−−→
A1B1 +−−−→

B1B3 =
1

1 + k

−−−→
A2A1 +~u +

1
1 + k

−−−→
B1B2; (∗)

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

−−−→
A3B3 = −−−→

A3A2 +−−−→
A2B2 +−−−→

B2B3 =
k

1 + k

−−−→
A1A2 +~v +

k

1 + k

−−−→
B2B1. (∗∗)

Óìíîæèâ (∗) íà k
1+k , (∗∗) íà 1

1+k è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, èìååì −−−→
A3B3 = k

1+k~u + 1
1+k~v.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì A4B4 = 1
1−k~v − k

1−k~u. Òîãäà

(−−−→
A3B3,

−−−→
A4B4

)
=

(k~u +~v,~v − k~u)
(1 + k)(1− k)

=
k2~u2 −~v2

1− k2
= 0,

ò. å. âåêòîðû îðòîãîíàëüíû.
Òðåòüå ðåøåíèå. (Ñ.Ñàôèí) Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì A1A2B2X è ïðîâåäåì áèññåêòðèñó

A1Y òðåóãîëüíèêà A1XB1. Òàê êàê B1Y
XY = A1B1

A1X = k, B3Y ‖ B2X è B3Y = kB2X = A1A3. Ñëåäîâà-
òåëüíî, A1A3B3Y � ïàðàëëåëîãðàìì, ò.å. A3B3 ‖ A1Y .
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Ðèñ.10.4.2

Àíàëîãè÷íî, A4B4 ïàðàëëåëüíî âíåøíåé áèññåêòðèñå óãëà XA1B1, è, çíà÷èò ïðÿìûå A3B3 è
A4B4 ïåðïåíäèêóëÿðíû.

10.5. (À.À.Çàñëàâñêèé) Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ X, Y , ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó êîòîðûìè òàêæå ðàâíî 1. Èç òî÷êè C îäíîé îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå CA, CB ê
äðóãîé. Ïðÿìàÿ CB âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå A′. Íàéòè ðàññòîÿíèå AA′.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé ëåæèò òî÷êà C, O′ � öåíòð äðóãîé
îêðóæíîñòè. Òàê êàê OO′ =

√
3, ïðÿìàÿ A′B′ êàñàåòñÿ âòîðîé îêðóæíîñòè â òî÷êå C ′. Ñëåäî-

âàòåëüíî, 6 A′O′A = 6 AO′C ′ + 1
2
6 C ′O′B = 2 6 ABC ′ + 6 C ′AB = 6 CB′A′ + 1

2
6 CA′B′, 6 O′A′O =

6 O′A′B′ + 6 B′A′O = π
2 − 6 C ′O′A′ + π

2 − 6 BCA = π− 6 BCA− 1
2
6 CA′B′ = 6 CB′A′ + 1

2
6 CA′B′. Òàê

êàê O′A = OA′, AO′A′O � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ, è AA′ = OO′ =
√

3 (ðèñ.10.5).
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Ðèñ.10.5

10.6. (À.À.Çàñëàâñêèé) Ïóñòü H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
Îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì XH âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AH, BH, CH â òî÷êàõ A1, B1, C1, à
ïðÿìûå AX, BX, CX â î÷êàõ A2, B2, C2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå A1A2, B1B2, C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíî-
ñòè â ïîðÿäêå A1B2C1A2B1C2. Ïóñòü XH = d. Òîãäà A1B2 = d sin 6 A1HB2 = d sin 6 XBC, òàê
êàê HA1 ïåðïåíäèêóëÿðíî BC, à HB2 ïåðïåíäèêóëÿðíî BX. Ñëåäîâàòåëüíî, A1B2·C1A2·B1C2

A2B1·C2A1·B2C1
=

sin 6 XBC sin 6 XCA sin 6 XAB
sin 6 XAC sin 6 XCB sin 6 XBA

= 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è (ðèñ.10.6).
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Ðèñ.10.6
Ïðèìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðåóãîëüíèê A1B1C1 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC, à òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé X.
11.1. (À.À.Çàñëàâñêèé) A1, B1, C1 � ñåðåäèíû ñòîðîí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Òðè

ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A1, B1, C1, ïåðåñåêàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìûå B1C1,
C1A1, A1B1 â òî÷êàõ A2, B2, C2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AA2, BB2, CC2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå,
ëåæàùåé íà îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Z � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AA2 è BB2. Òàê êàê òî÷êè B è B1 ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé A1C1, 6 ABZ = 6 C1BB2 = 6 B2B1C1. Àíàëîãè÷íî 6 BAZ = 6 A2A1C1. Òàê êàê
ïðÿìûå AA2 è BB2 ïàðàëëåëüíû, 6 A2A1C2 = 6 B1B2C, ñëåäîâàòåëüíî, 6 AZB = 6 ACB è òî÷êè A,
B, C, Z ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è (ðèñ.11.1).

�

� �

� �

� �

� �
� �

�

��

Ðèñ.11.1
11.2 (À.Ã.Ìÿêèøåâ) Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Ïðÿìûå BC è AD ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå O, ïðè÷åì B ëåæèò íà îòðåçêå OC, è A � íà îòðåçêå OD. I � öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê
OAB îêðóæíîñòè, J � öåíòð âíåâïèñàííîé â òðåóãîëüíèê OCD îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû
CD è ïðîäîëæåíèÿ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç ñåðåäèíû îòðåçêà IJ
íà ïðÿìûå BC è AD, ïåðåñåêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà (íå ïðîäîëæåíèÿ)
â òî÷êàõ X è Y . Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê XY äåëèò ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïîïîëàì,
ïðè÷åì èç âñåõ îòðåçêîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì è ñ êîíöàìè íà BC è AD XY èìååò íàèìåíüøóþ äëèíó.
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Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè, ðàâíû,
íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê X ′Y ′ ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ AD è BC äåëèò ïåðèìåòð ïîïîëàì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà OX ′+OY ′ = l, ãäå l � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ óäâîåííîìó îòðåçêó
ñîîòâåòñòâóþùåé êàñàòåëüíîé ïëþñ ïîëóïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ïóñòü M � ñåðåäèíà IJ . Òàêæå ïðîñòî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî OX + OY = l. Òîãäà òðåóãîëüíèêè
MXX ′ è MY Y ′ ðàâíû, à ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè MXY è MX ′Y ′ ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì.
Çíà÷èò, X ′Y ′ ìèíèìàëüíî, êîãäà ìèíèìàëüíî MX ′, ò.å. êîãäà X ′ ñîâïàäàåò ñ X (ðèñ.11.2).
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Ðèñ.11.2

11.3. (À.À.Çàñëàâñêèé) Âíóòðè âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ñóùåñòâóåò òî÷êà K, ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò êîòîðîé äî ñòîðîí ABCD ïðîïîðöèîíàëüíû ýòèì ñòîðîíàì. Äîêàçàòü, ÷òî K � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ABCD.

Ïåðâîå ðåøåíèå.Ïóñòü U � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè ABCD â òî÷êàõ A è
C, X, Y � ïðîåêöèè U íà AB è BC. Òîãäà UX/UY = sin 6 UAX/ sin 6 UCY = sin 6 BCA/ sin 6 BAC =
AB/BC, ò.å. K ëåæèò íà ïðÿìîé UB. Àíàëîãè÷íî, K ëåæèò íà ïðÿìîé UD, è, åñëè ýòè ïðÿìûå íå
ñîâïàäàþò, òî K = U . Òî÷íî òàê æå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè íå ñîâïàäàþò ïðÿìûå AV è CV , ãäå
V � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ B è D, òî K = V , ÷òî íåâîçìîæíî. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî íà îäíîé ïðÿìîé ëåæàò òî÷êè B, D, U . Òîãäà AB/AD = AU/UD = CU/UD = BC/CD è òî÷êè
A, C, V òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AC è BD.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ îò êîòîðûõ äî ïðÿìûõ AB è CD ïðîïîðöèî-
íàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì, � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ AB è CD.
Òàê êàê ABCD âïèñàííûé, òðåóãîëüíèêè LAB è LCD, ãäå L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé,
ïîäîáíû, ò.å. L ëåæèò íà óêàçàííîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, L ëåæèò íà âòîðîé òàêîé æå ïðÿìîé è,
çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ K.

11.4. (È.Ô.Øàðûãèí) Â òðåóãîëüíèêå ABC 6 A = α, BC = a. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ
ïðÿìûõ AB è AC â òî÷êàõ M è P . Íàéòè äëèíó õîðäû, âûñåêàåìîé íà ïðÿìîé MP îêðóæíîñòüþ
ñ äèàìåòðîì BC.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðäû ðàâíî ïîëóñóììå ðàññòîÿíèé îò
òî÷åê B è C äî ïðÿìîé MP , ò.å. 1

2 (BM sin 6 AMP + CP sin 6 APM) = 1
2 (BM + CP ) cos α

2 = a
2 cos α

2
(ðèñ.11.4.1).
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Ðèñ.11.4.1

Ñîîòâåòñòâåííî, äëèíà õîðäû ðàâíà a sin α
2 .
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Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, X, Y � òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BI, CI ñ ïðÿìîé MP . Òîãäà 6 MXB = 6 AMP − 6 MBX = 6 B

2 . Ñëåäîâàòåëüíî,
òðåóãîëüíèêè BXM è BCI ïîäîáíû, ò.å.

BX

BC
=

BM

BI
= cos

6 A

2
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî óãîë BXC ïðÿìîé (ðèñ.11.4.2).
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Ðèñ.11.4.2

Àíàëîãè÷íî, óãîë BY C ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ õîðäà

XY = BC sin 6 XCY = a sin
α

2
.

11.5. (Â.Þ.Ïðîòàñîâ) Íà ïëîñêîñòè äàí óãîë è òî÷êà K âíóòðè íåãî. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåò-
ñÿ òî÷êà M , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ A è B, òî MK ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà AMB.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Íà ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç K è ïåðåñåêàþùåé ñòîðîíû óãëà
â òî÷êàõ A è B, âîçüìåì òî÷êó K ′, òàêóþ ÷òî AK ′/BK ′ = AK/BK. Òàê êàê âñå òî÷êè K ′ ëåæàò
íà ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó óãëà, âñå îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì KK ′ ïðîõîäÿò ÷åðåç
ïðîåêöèþ M òî÷êè K íà l. Ïðè ýòîì âñåãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AM/BM = AK/BK, ò.å. òî÷êà
M � èñêîìàÿ (ðèñ.11.5.1).
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Ðèñ.11.5.1
Âòîðîå ðåøåíèå. (Ð.Äåâÿòîâ) Ïóñòü O � âåðøèíà óãëà. Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì KXOY ,

äâå ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ñòîðîíàõ óãëà. Ïóñòü M � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ K îòíîñèòåëüíî
XY . Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà M � èñêîìàÿ.

Ïóñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç K, ïåðåñåêàåò ïðÿìûå OX è OY â òî÷êàõ A è B. Çàìåòèì,
÷òî MX = KX, MY = KY , 4MXY = 4KXY = 4OY X, ïîýòîìó MOY X � ðàâíîáîêàÿ òðà-
ïåöèÿ è 6 MXO = 6 MY O. Çíà÷èò, 6 MXA = 180◦ − 6 MXO = 180◦ − 6 MY O = 6 BY M . Äàëåå,
òðåóãîëüíèêè AXK è KY B ïîäîáíû, òàê êàê èõ ñòîðîíû ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó
KX/XA = BY/Y K. Îòñþäà ïîëó÷àåì

MX

XA
=

KX

XA
=

BY

Y K
=

BY

Y M
.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà óãëîâ MXA è BY M ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè MXA è BY M ïîäîáíû
(ðèñ.11.5.2).
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Ðèñ.11.5.2
Òåïåðü, ïîëüçóÿñü äâóìÿ äîêàçàííûìè ïîäîáèÿìè, ïîëó÷àåì

MA

BM
=

MX

BY
=

KX

BY
=

AK

KB
,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî MK � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà AMB.
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11.6. (È.È.Áîãäàíîâ) Ñôåðà, âïèñàííàÿ â òåòðàýäð ABCD, êàñàåòñÿ åãî ãðàíåé â òî÷êàõ A′,
B′, C ′, D′. Îòðåçêè AA′ è BB′ ïåðåñåêàþòñÿ, è òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà âïèñàííîé ñôåðå.
Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçêè CC ′ è DD′ òîæå ïåðåñåêàþòñÿ íà âïèñàííîé ñôåðå.

Ðåøåíèå. Òàê êàê îòðåçêè AA′ è BB′ ïåðåñåêàþòñÿ, ïðÿìûå AB è A′B′ òîæå ïåðåñåêàþòñÿ èëè
ïàðàëëåëüíû. Îáîçíà÷èì èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ) ÷åðåç P . Òàê
êàê P ëåæèò âíå äâóãðàííîãî óãëà ïðè ðåáðå CD, ïëîñêîñòü CDP íå ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ ñôåðó.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå ñôåðó è ïåðåâîäÿùåå ýòó ïëîñêîñòü
â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòðåçîê A′B′ ñòàíåò äèàìåòðîì ñôåðû,
à AB áóäåò åìó ïàðàëëåëåí. Òàê êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AA′ è BB′ ëåæèò íà ñôåðå, ðàññòîÿíèå îò åå
öåíòðà äî AB ðàâíî óäâîåííîìó ðàäèóñó (íà ðèñ.11.6.1 ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü ABA′B′).
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�
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Ðèñ.11.6.1

Çíà÷èò, óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ABC è ABD ðàâåí 60◦, äóãà áîëüøîãî êðóãà, ñîåäèíÿþùàÿÿ
C ′ è D′ ðàâíà 120◦ è ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç C ′, D′ è ïàðàëëåëüíûå ABC, ABD, ïåðåñåêàþòñÿ
íà ñôåðå (íà ðèñ.11.6.2 ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ AB).
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Ðèñ.11.6.2
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