
Âòîðàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Çàî÷íûé òóð

1. (Â.Ñìèðíîâ) Äâå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä óãëîì 46◦, ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèì-
ìåòðèè ôèãóðû F . Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü ýòà ôèãóðà?
Ðåøåíèå. Îòâåò: 90.
Ïóñòü l1, l2 � îñè ñèììåòðèè F . Ïðèìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî l1, ñèì-
ìåòðèþ îòíîñèòåëüíî l2 è ñíîâà ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî l1, ïîëó÷èì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé l2 îòíîñèòåëüíî l1 (ðèñ.1). Ñëåäîâàòåëüíî, îñÿìè ñèììåòðèè F áóäóò
âñå ïðÿìûå, îáðàçóþùèå ñ l1 óãëû 46◦, 2 ·46◦, . . . , n ·46◦, . . .. Òàê êàê 46n ïðè n < 90 íå äåëèòñÿ
íà 180, ýòè ïðÿìûå äëÿ n = 1, . . . , 90 ðàçëè÷íû, ò.å. F èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 90 îñåé ñèì-
ìåòðèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâèëüíûé 90-óãîëüíèê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è è èìååò
ðîâíî 90 îñåé ñèììåòðèè.
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Ðèñ.1

2. (À.Àêîïÿí) Òî÷êè A, B äâèæóòñÿ ñ ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè ïî äâóì ðàâíûì îêðóæíîñòÿì. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.
Ðåøåíèå. (Íàéäåíî äåâÿòèêëàññíèêîì ìîñêîâñêîé ãèìíàçèè 1543 Íèêèòîé Áàêàí÷åâûì) Ïóñòü
l � ïðÿìàÿ, ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, A′ �
òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ A îòíîñèòåëüíî l. Òîãäà òî÷êè B è A′ äâèæóòñÿ ïî îäíîé îêðóæíîñòè ñ
ïðîòèâîïîëîæíûìè ñêîðîñòÿìè, è çíà÷èò, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó A′B íå ìåíÿ-
åòñÿ. Òî÷êà åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ l ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AA′B,
ñëåäîâàòåëüíî, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB âñå âðåìÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó.

3. (Ôîëüêëîð) Íà êàðòå óêàçàíû îòðåçêè òðåõ ïðÿìîëèíåéíûõ äîðîã, ñîåäèíÿþùèõ òðè äåðåâíè,
íî ñàìè äåðåâíè ðàñïîëîæåíû çà ïðåäåëàìè êàðòû. Êðîìå òîãî, íà êàðòå íå óêàçàíà ïîæàð-
íàÿ ÷àñòü, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò òðåõ äåðåâåíü, õîòÿ ìåñòî åå ðàñïîëîæåíèÿ
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íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ êàðòû. Ìîæíî ëè íàéòè ýòî ìåñòî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, åñëè
ïðîâîäèòü ïîñòðîåíèÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ êàðòû?
Ðåøåíèå. Âîçüìåì íà êàðòå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P . Ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì P è äîñòàòî÷-
íî ìàëûì êîýôôèöèåíòîì k òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äîðîã ïåðåéäóò â íåêîòîðûå òî÷êè A, B, C,
ëåæàùèå â ïðåäåëàõ êàðòû, òàê ÷òî ìîæíî íàéòè öåíòð O îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC
îêðóæíîñòè. Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì P è êîýôôèöèåíòîì 1/k ïåðåâîäèò O â èñêîìóþ òî÷êó.

4. (À.Ãîðñêàÿ, È.Áîãäàíîâ) à) Äàíû äâà êâàäðàòà ABCD è DEFG, ïðè÷åì òî÷êà E ëåæèò íà
îòðåçêå CD, à òî÷êè F , G âíå êâàäðàòà ABCD. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AE è BF .
á) Äàíû äâà ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêà OKLMN è OPRST , ïðè÷åì òî÷êà P ëåæèò íà îò-
ðåçêå ON , à òî÷êè R, S, T âíå ïÿòèóãîëüíèêà OKLMN . Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè KP
è MS.
Ðåøåíèå. à) Ïóñòü H � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêîëî êâàäðàòîâ îêðóæíîñòåé
(ðèñ.4.1). Ò.ê 6 AHD = 45◦, 6 DHF = 90◦, 6 EHF = 135◦, òî÷êè A, E, H ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè B, H, F ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë
ðàâåí 6 BHA = 45◦.
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Ðèñ.4.1

á) Îòâåò: 72◦. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ï. à) (ðèñ.4.2).
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Ðèñ.4.2

5. (À.Òàðàñîâ) à) Ñëîæèòå êâàäðàò 10× 10 èç ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñêè 1× 118.
á) Ñëîæèòå êâàäðàò 10× 10 èç ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñêè 1× (100 + 9

√
3) (ïðèìåðíî 1x115.58).

Â îáîèõ ïóíêòàõ ïîëîñêó ìîæíî ñãèáàòü, íî íå ðàçðûâàòü.
Ðåøåíèå. à) Ïóñòü òî÷êè A, B ðàñïîëîæåíû íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ïîëîñêè íà ðàñ-
ñòîÿíèè 10 îò êðàÿ, C, D íà ðàñòîÿíèè 12. Ñîãíóâ ïîëîñêó ïî ñãèáàì, ïîêàçàííûì íà ðèñ.5.1,
ðàñïîëîæèì åå ÷àñòü, ëåæàùóþ ïðàâåå CD ðÿäîì ñ ÷àñòüþ, ëåæàùåé ëåâåå AB. Ïîâòîðèâ
ýòó îïåðàöèþ 9 ðàç è çàãíóâ îáðàçîâàâøèåñÿ ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, ïîëó÷èì èñêîìûé
êâàäðàò.
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Ðèñ.5.1

á) Ïóñòü òî÷êè A, B ðàñïîëîæåíû íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ïîëîñêè íà ðàññòîÿíèè 10
îò êðàÿ, C, D íà ðàñòîÿíèè 10 +

√
3. Ñîãíóâ ïîëîñêó ïî ñãèáàì, ïîêàçàííûì íà ðèñ.5.2, ðàñ-

ïîëîæèì åå ÷àñòü, ëåæàùóþ ïðàâåå CD ðÿäîì ñ ÷àñòüþ, ëåæàùåé ëåâåå AB. Ïîâòîðèâ ýòó
îïåðàöèþ 9 ðàç è çàãíóâ îáðàçîâàâøèåñÿ òðåóãîëüíèêè, ïîëó÷èì èñêîìûé êâàäðàò.
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Ðèñ.5.2

6. (À.Àôàíàñüåâ) à) (8-9) Äàí îòðåçîê AB ñ òî÷êîé C âíóòðè íåãî, ÿâëÿþùèéñÿ õîðäîé îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà R. Âïèøèòå â îáðàçîâàâøèéñÿ ñåãìåíò îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó C è êàñàåòñÿ èñõîäíîé îêðóæíîñòè.
á) (9-10) Äàí îòðåçîê AB ñ òî÷êîé C âíóòðè íåãî, ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ îêðóæíîñòè
ðàäèóñà r. Ïðîâåäèòå ÷åðåç A è B îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ èñõîäíîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé ôàêò.
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Ëåììà. Ïóñòü îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ñåãìåíò, îãðàíè÷åííûé äóãîé è õîðäîé AB, êàñàåòñÿ
äóãè â òî÷êå C, à õîðäû â òî÷êå D. Òîãäà CD � áèññåêòðèñà óãëà ACB.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O � öåíòð áîëüøîé îêðóæíîñòè, O′ � öåíòð ìàëîé, L � ñåðåäèíà
äóãè AB, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè C (ðèñ.6). Òàê êàê O′ ëåæèò íà îòðåçêå OC, à O′D ‖ OL,
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè O′DC è OLC ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, D ëåæèò íà îòðåçêå
CL è ïðÿìàÿ CD äåëèò óãîë ACB ïîïîëàì.
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Ðèñ.6

Òåïåðü ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è.
à) Ïóñòü èñêîìàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ äàííîé â òî÷êå X. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî AX/XB =
AC/CB. Ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, � ýòî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà
ïðÿìîé AB (îíà íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ òî÷åê A è B). Âîçüìåì ëþáóþ èç òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ñ äàííîé, ñîåäèíèì åå ñ öåíòðîì äàííîé îêðóæíîñòè
è íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì, âîññòàâëåííûì èç C ê AB.
Ïîëó÷èì öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè. Çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ, òàê êàê îêðóæíîñòü ìîæíî
âïèñàòü â ëþáîé èç äâóõ ñåãìåíòîâ, íà êîòîðûå õîðäà AB äåëèò äàííûé êðóã.
á) Àíàëîãè÷íî ï.à) ïîñòðîèì îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ è íàéäåì îòëè÷íóþ îò C òî÷êó åå ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ äàííîé îêðóæíîñòüþ. Èñêîìàÿ îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó è òî÷êè A, B.
Çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

7. (Ä.Êàëèíèí) Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âçÿòà òî÷êà E, à âíå � òî÷êà F , òàê ÷òî òðåóãîëüíèêè
ABE è BCF ðàâíû. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà ABE, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòðåçîê EF ðàâåí
ñòîðîíå êâàäðàòà, à óãîë BFD � ïðÿìîé.
Ðåøåíèå. Òàê êàê óãîë BFD ïðÿìîé, òî÷êà F ëåæèò íà îïèñàííîé îêîëî êâàäðàòà îêðóæ-
íîñòè, ò.å. 6 BFC = 135◦ = 6 AEB (òàê êàê äâà äðóãèõ óãëà òðåóãîëüíèêà AEB, î÷åâèäíî,
îñòðûå). Òàê êàê 6 ABE = 6 CBF 1, 6 EBF = 90◦ è BE/EF = 1√

2
= BE/AB. Ïðèìåíÿÿ

ê òðåóãîëüíèêó ABE òåîðåìó ñèíóñîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî sin 6 EAB = BE sin 6 AEB/AB = 1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, 6 EAB = 30◦, 6 EBA = 15◦ (ðèñ.7).

1íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëó÷àé 6 ABE = 6 BCF íåâîçìîæåí.
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Ðèñ.7

8. (À.Áëèíêîâ) Îòðåçîê AB äåëèò êâàäðàò íà äâå ÷àñòè, â êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü. Ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû r1 è r2, ïðè÷åì r1 > r2. Íàéäèòå äëèíó AB.
Ðåøåíèå. Åñëè îòðåçîê AB ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ êâàäðàòà, òî îí äåëèò êâàäðàò íà äâà ðàâ-
íûõ òðåóãîëüíèêà, è r1 = r2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. Åñëè æå îäíà èç ÷àñòåé
ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîì, òî ñóììà åãî ñòîðîíû AB ñ ïðîòèâîïîëîæíîé áîëüøå ñóììû
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí (ðèñ.8.1), è âïèñàòü â íåãî îêðóæíîñòü íåëüçÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, AB äåëèò
êâàäðàò íà òðåóãîëüíèê è ïÿòèóãîëüíèê (ðèñ.8.2).

�

�

Ðèñ.8.1

Îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè r1, r2 ÿâëÿþòñÿ âíåâïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòÿìè ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Çíà÷èò, r1 = (AB + BC + CA)/2, r2 = (BC + CA − AB)/2, è
AB = r1 − r2.
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Ðèñ.8.2

9. (À.Êàíåëü) Ïóñòü ïðÿìàÿ L(α) ñîåäèíÿåò òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îòâå÷àþùèå óãëàì α
è π − 2α. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè α + β + γ = 2π, òî ïðÿìûå L(α), L(β) è L(γ) ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A, B, C � òî÷êè îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå óãëàì α, β, γ. Ïåðïåíäè-
êóëÿð èç öåíòðà îêðóæíîñòè ê ïðÿìîé AB ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé
óãëó (α + β)/2 = π − γ/2, à ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé L(γ) � â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé óãëó
(γ + π − 2γ)/2 = π/2 − γ/2. Ñëåäîâàòåëüíî, L(γ) � âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC. Àíàëîãè÷íî,
L(α), L(β) � âûñîòû ABC, è çíà÷èò âñå òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â åãî îðòîöåíòðå.

10. (Á.Ôðåíêèí) Ïðè êàêèõ n ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèà-
ãîíàëÿìè íà n− 2 ðàâíîáåäðåííûõ (è, âîçìîæíî, ðàâíîñòîðîííèõ) òðåóãîëüíèêîâ?
Ðåøåíèå. Îòâåò: n äîëæíî áûòü ñóììîé äâóõ ñòåïåíåé äâîéêè, ìîæåò áûòü ðàâíûõ (â ýòîì
ñëó÷àå ñàìî n � ñòåïåíü äâîéêè).
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèÿ ABC, ñîäåðæàùèé öåíòð (ðèñ.10.1). Åñëè ñòîðîíà AB íå
ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, òî îòðåçàåò îò íåãî ìíîãîóãîëüíèê, â êîòîðîì
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, AB äîëæíà áûòü îñíî-
âàíèåì òðåóãîëüíèêà ðàçáèåíèÿ, è ÷èñëî îòðåçàåìûõ åþ ñòîðîí ÷åòíî. Äëÿ áîêîâûõ ñòîðîí
óêàçàííîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî
ñòîðîí, êîòîðûå îòðåçàåò AB, åñòü ñòåïåíü äâîéêè. (Åñëè AB � ñòîðîíà èñõîäíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà, òî îíà îòðåçàåò 20 ñòîðîí.) Ýòî âåðíî è äëÿ ñòîðîí BC è AC. Òàê êàê â òðåóãîëüíèêå
ABC õîòÿ áû äâå ñòîðîíû ðàâíû, òî n = 2k + 2k + 2l = 2k+1 + 2l.

2Óñëîâèå çàäà÷è áûëî îïóáëèêîâàíî ñ îïå÷àòêîé
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Ðèñ.10.1

Îáðàòíî, ïóñòü n = 2k +2l, ïðè÷¸ì k > 0. Ïóñòü A � îäíà èç âåðøèí ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà,
à âåðøèíû B è C îòñòîÿò îò íå¸ íà 2k−1 ñòîðîí â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Òîãäà AB = AC, è
ñóùåñòâóåò ðàçðåçàíèå íóæíîãî âèäà, ñîäåðæàùåå 4ABC (ñì. ðèñ. 10.2).

Ðèñ.10.2

11. (À.Çàñëàâñêèé) Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè; A′, B′, C ′ �
òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå A, B, C îòíîñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí; A1, B1, C1 � òî÷êè
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ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ OA′ è BC, OB′ è AC, OC ′ è AB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1, CC1

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Oa, Ob, Oc � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå O îòíîñèòåëüíî BC, CA, AB. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ïðÿìûå COc OC ′ è AB ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AOa, BOb è COc ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Òàê êàê òðåóãîëüíèê OaObOc ãîìîòåòè÷åí ñåðåäèííîìó òðåãîëüíèêó ABC ñ öåíòðîì O è
êîýôôèöèåíòîì 2, îí öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí òðåóãîëüíèêó ABC è ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè. Íåòðóäíî
òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ öåíòðîì îêðóæíîñòè
9 òî÷åê.

12. (Á.Ôðåíêèí) Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà óãëà A ðàâíà ïîëóñóììå âûñîòû è ìåäèàíû,
ïðîâåä�ííûõ èç âåðøèíû A. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 6 A òóïîé, òî AB = AC.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî. Ïóñòü H, L, M � îñíîâàíèÿ âû-
ñîòû, áèññåêòðèñû è ìåäèàíû, P � ñåðåäèíà äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà,
íå ñîäåðæàùåé òî÷êè A (ðèñ.12).

��

�

�

�

Ðèñ.12

Åñëè óãîë A òóïîé, PM > AH. Ïîñêîëüêó L ëåæèò íà îòðåçêå AP , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî HL <
LM , è çíà÷èò, îòðåçîê AL ìåíüøå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà AHM , êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìåíüøå ïîëóñóììû ñòîðîí AH è AM � ïðîòèâîðå÷èå.

13. (À.Àêîïÿí) Äàíû äâå ïðÿìûå a è b, à òàêæå òî÷êè A è B. Òî÷êà X ñêîëüçèò ïî ïðÿìîé a, à
òî÷êà Y ïî ïðÿìîé b, òàê ÷òî AX ‖ BY . Íàéäèòå ÃÌÒ ïåðåñå÷åíèÿ AY ñ XB.
Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç A ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ b è ïåðåñåêàþùóþ a â òî÷êå U . Àíàëî-
ãè÷íî, ïðîâåäåì ÷åðåç B ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ a è ïåðåñåêàþùóþ b â òî÷êå V . Äëÿ ëþáûõ
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òî÷åê X, Y ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ AUX è Y UB
ïàðàëëåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëüíèêè ãîìîòåòè÷íû, ò.å. ïðÿìûå AY , BX è UV ïå-
ðåñåêàþòñÿ â öåíòðå ãîìîòåòèè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ òî÷êó ïðÿìîé UV .
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14. (À.Çàñëàâñêèé) Äàíà îêðóæíîñòü è íå ëåæàùàÿ íà íåé ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà P . Íàéäèòå
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî îðòîöåíòðîâ òðåóãîëüíèêîâ ABP , ãäå AB � äèàìåòð îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C � îðòîöåíòð; A′, B′, C ′ � îñíîâàíèÿ âûñîò ABP , ïðîâåäåííûõ èç A, B,
P ; P ′ � ïðîåêöèÿ C íà ïðÿìóþ OP (ðèñ.14). Òàê êàê 6 CC ′O = 6 CP ′O = 90◦, òî÷êè O, C,
C ′, P ′ ëåæàò íà îêðóæíîñòè, è CP · PC ′ = OP · PP ′. Àíàëîãè÷íî, CP · PC ′ = BP · PA′. Íî
A′ ëåæèò íà èñõîäíîé îêðóæíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, BP · A′P = |R2 − OP 2|. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâåäåíèå OP ·PP ′, à çíà÷èò, è òî÷êà P ′ íå çàâèñÿò îò âûáîðà äèàìåòðà AB, ò.å. èñêîìûì
ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì áóäåò ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P ′ è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ OP .

� �

� � �

� �

� �

�

�
��

Ðèñ.14

15. (Â.Ïðîòàñîâ) Îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îïèñàíà îêðóæíîñòü è â íåãî æå âïèñàíà îêðóæíîñòü,
êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ B1C1

ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â òî÷êå P , à òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà PA1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè
êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè M ê âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ðàâíû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü AB < AC. Òàê êàê ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, èç
òåîðåì ×åâû è Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì, ÷òî PB/PC = A1B/AC. Êðîìå òîãî, MB = (PB−A1B)/2,
MC = (PC + A1C)/2, MA1 = (PB + A1B)/2 = (PC − A1C)/2. Ñëåäîâàòåëüíî, MB/MA1 =
MA1/MC = A1B/A1C, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.

16. (Ï.Ïóøêàðü) Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïðàâèëüíûå
òðåóãîëüíèêè. Îêàçàëîñü, ÷òî èõ âåðøèíû îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Âåðíî ëè, ÷òî
èñõîäíûé òðåóãîëüíèê � ïðàâèëüíûé?
Ðåøåíèå. Îòâåò: âåðíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC,
íàïðèìåð, óãîë A > 60◦. Òîãäà ëó÷ B′C ′ ëåæèò âíå óãëà AB′C, à, òàê êàê 6 A′B′C ′ = 6 AB′C =
60◦, ëó÷ B′A′ ëåæèò âíóòðè ýòîãî óãëà, è çíà÷èò, ëó÷ A′B′ ëåæèò âíóòðè óãëà B′AC ′ (ðèñ.16).
Àíàëîãè÷íî, ëó÷ A′C ′ ëåæèò âíóòðè ýòîãî óãëà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó 6 B′A′C ′ =
6 BA′C = 60◦.
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Ðèñ.16

17. (À.Çàñëàâñêèé) Â äâóõ îêðóæíîñòÿõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êàõ A è B, ïðîâåäåíû ïàðàëëåëü-
íûå õîðäû A1B1 è A2B2. Ïðÿìûå AA1 è BB2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, à ïðÿìûå AA2 è BB1 �
â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî XY ‖ A1B1.
Ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî òî÷êè A, B, X, Y ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè, ò.å. 6 XAY = 6 XBY . Íî 6 XAY = 6 BAA2 − 6 BAX = 6 BAA2 − 6 BB1A1,
6 XBY = 6 B2BA− 6 AA1B1. Ïðè ýòîì èç ïàðàëëåëüíîñòè A1B1 è A2B2 ñëåäóåò, ÷òî 6 ABB1 +
6 A1B1B = 6 BAA2 + 6 B2A2A, îòêóäà, î÷åâèäíî, è âûòåêàåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

18. (À.Àêîïÿí) ×åðåç îðòîöåíòð H òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå,
îäíà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå X, à äðóãàÿ ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå Y . Ïðÿìûå AZ,
BZ ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûì HX è HY . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X, Y , Z ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.18. Ïóñòü U � òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ HX è BZ, V � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ HY è AZ. Òîãäà óòâåðæäåíèå çàäà÷è
ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó HU/UX = Y V/HV èëè HU/Y V = HV/XU . Â ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêàõ AY V è BUH óãëû AY V è BUH ðàâíû, òàê êàê èõ ñòîðîíû ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû è HU/Y V = BU/AV . Àíàëîãè÷íî, HV/XU = BU/AV .
Äðóãèå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

10



�

�

�

�

�

�

�

��

Ðèñ.18

19. (Ë.Åìåëüÿíîâ) ×åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà T ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå
áèññåêòðèñàì ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Ýòè ïðÿìûå îáðàçîâàëè òðåóãîëüíèê T1.
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêîëî T1 îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà, îáðàçî-
âàííîãî öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà T .
Ðåøåíèå. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà T1 ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè áèññåêòðèñàìè óãëîâ òðåóãîëüíèêà
T0, îáðàçîâàííîãî ñðåäíèìè ëèíèÿìè T , è çíà÷èò, ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðàõ åãî âíåâïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé. Ïðè ýòîì áèññåêòðèñû âíóòðåííèõ óãëîâ T0 ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè T1, ò.å. åãî
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè I0 ñîâïàäàåò ñ îðòîöåíòðîì T1, à öåíòð îïèñàííîé O0 ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû T1 è, çíà÷èò, ñåðåäèíîé îòðåçêà I0O1, ãäå
O1 � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè T1. Êðîìå òîãî, O0 � ñåðåäèíà îòðåçêà OH, ãäå O, H �
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòð T , à öåíòð òÿæåñòè T M äåëèò îòðåçîê HO â
îòíîøåíèè 2 : 1 (ðèñ.19). Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì I0 è êîýôôèöèåíòîì 1

3 ïåðåâîäèò öåíòð I
âïèñàííîé îêðóæíîñòè T â M , à ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì O0 è êîýôôèöèåíòîì −3 ïåðåâîäèò M
â H. Òàê êàê êîìïîçèöèÿ ýòèõ ãîìîòåòèé åñòü öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñ öåíòðîì O1, O1 �
ñåðåäèíà IH.
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Ðèñ.19

20. (À.Çàñëàâñêèé) Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A, B, C, D. Òî÷êè A1, B1, C1, D1 � îðòîöåíòðû òðåóãîëü-
íèêîâ BCD, CDA, DAB, ABC. Òî÷êè A2, B2, C2, D2 � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ B1C1D1,
C1D1A1, D1A1B1, A1B1C1 è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû
ñòîðîí òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêîâ ABC, BCD, CDA è DAB, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
îêðóæíîñòåé 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ACD è BCD, îòëè÷íàÿ îò ñåðåäèíû AB, Y , Z, U � ñåðå-
äèíû AC, BC, CD. Òîãäà 6 Y XZ = 6 Y XU + 6 XUZ = 6 DCA+ 6 BDC = 6 BCD, ò.å. X ëåæèò
íà îêðóæíîñòè 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC. Àíàëîãè÷íî, X ëåæèò è íà îêðóæíîñòè 9 òî÷åê
òðåóãîëüíèêà ABD. Äàëåå, òàê êàê îêðóæíîñòè 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ DA è ACB1 ñîâïàäàþò,
òî÷êà X ëåæèò òàêæå íà îêðóæíîñòÿõ 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ABB1 è CBB1. Àíàëîãè÷íî îíà
ëåæèò íà îêðóæíîñòÿõ 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ABA1 è BCC1, à, çíà÷èò, è íà îêðóæíîñòÿõ 9
òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ A1B1B, BB1C1 è A1B1C1, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
Áîëåå êîðîòêîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ôàêò.
Ïóñòü òî÷êè U , V , W ëåæàò íà ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëå. Òîãäà îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà
UV W òàêæå ëåæèò íà ýòîé ãèïåðáîëå, à åãî îêðóæíîñòü 9 òî÷åê ïðîõîäèò ÷åðåç åå öåíòð.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåäÿ ðàâíîñòîðîííþþ ãèïåðáîëó ÷åðåç òî÷êè A, B, C, D, ïîëó÷èì, ÷òî âñå
îêðóæíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç åå öåíòð.

21. (À.Çàñëàâñêèé) Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CA òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè C ′, A′, B′. Äîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

SABCS2
A′B′C′ ≥ 4SAB′C′SBC′A′SCA′B′ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìûå AA′, BB′, CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì P1 = AB′ · BC ′ · CA′, P2 = BA′ · AC ′ · CB′. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
SA′B′C′ = (P1 + P2)/4R, ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, è, ñëåäîâàòåëüíî

SAB′C′SBC′A′SCA′B′

SABCS2
A′B′C′

=
P1P2

(P1 + P2)2
≤ 1

4
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè P1 = P2, ÷òî ðàâíîñèëüíî ïåðåñå÷åíèþ ïðÿìûõ AA′,
BB′ è CC ′ â îäíîé òî÷êå.

22. (À.Çàñëàâñêèé) Äàíà îêðóæíîñòü, òî÷êè A, B íà íåé è òî÷êà P . Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà îêðóæíîñòè, Y � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AX è BP . Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ PXY .
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Ðåøåíèå. Ïóñòü Q � îòëè÷íàÿ îò X òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ABX è PXY . Òîãäà
6 ABQ = 6 AXQ = 6 Y XQ = 6 Y PQ = 6 BPQ. Çíà÷èò 6 BQP = π − ( 6 BPQ + 6 QBP ) =
π − 6 ABP íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè X. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îêðóæíîñòè PXY ïðîõîäÿò
÷åðåç Q è èõ öåíòðû ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê PQ.

23. (À.Ìÿêèøåâ) Ïóñòü ABCD � âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, G � öåíòð òÿæåñòè åãî êàê îäíî-
ðîäíîé ïëàñòèíû (ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåò öåíòðî-
èäû òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùóþ äèàãîíàëü).
à) (9-10) Ïóñòü îêîëî ABCD ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â O. Òî÷êó H îïðåäåëèì
àíàëîãè÷íî G, âçÿâ âìåñòî öåíòðîèäîâ îðòîöåíòðû. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè H, G, O ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé è HG : GO = 2 : 1.
á) (10-11) Ïóñòü â ABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â I. Òî÷êîé Íàãåëÿ N îïèñàí-
íîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà íàçîâåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ñèììåòðè÷íûå òî÷êàì êàñàíèÿ
âïèñàííîé îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñòîðîí. (Ýòè ïðÿìûå äåëÿò ïåðèìåòð ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ïîïîëàì). Äîêàæèòå, ÷òî N , G, I ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì NG : GI = 2 : 1.
Ðåøåíèå. à) Ïóñòü Ma è Ha � ñîîòâåòñòâåííî öåíòðîèä è îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà BCD.
Öåíòðîèäû è îðòîöåíòðû îñòàëüíûõ òðåõ òðåóãîëüíèêîâ îáîçíà÷èì àíàëîãè÷íî. Âñå òðå-
óãîëüíèêè èìåþò îáùóþ îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â O. Ðàññìîòðåâ ïðÿìûå Ýéëåðà
ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê MaMbMcMd ïåðåõîäèò â ÷åòûðåõóãîëü-
íèê HaHbHcHd ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â O è êîýôôèöèåíòîì 3. Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà.
á) Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1 öåíòð òÿæåñòè ïåðèìåòðà ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Òî÷êà G ëåæèò íà îò-
ðåçêå IM1 è äåëèò åãî â îòíîøåíèè 2 : 1. Äåéñòâèòåëüíî, M1 � ýòî öåíòð òÿæåñòè ÷åòûðåõ
òî÷åê, ïîìåùåííûõ â ñåðåäèíû ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ ìàññàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè èõ
äëèíàì, à G � öåíòð òÿæåñòè ÷åòûðåõ òî÷åê, ïîìåùåííûõ â öåíòðàõ òÿæåñòè òðåóãîëüíè-
êîâ IAB, IBC, ICD, IDA ñ ìàññàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ïëîùàäÿì ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Î÷åâèäíî, äâå ýòèõ ñèñòåìû òî÷åê ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì I è êîýôôèöèåíòîì 2

3 .
Ïóñòü a, b, c, d � äëèíû êàñàòåëüíûõ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè èç âåðøèí A, B, C, D. Î÷åâèäíî,
÷òî, åñëè ïîìåñòèòü â A, B, C, D ìàññû a, b, c, d, òî öåíòðîì òÿæåñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
áóäåò òî÷êà N , à, åñëè ïîìåñòèòü â âåðøèíû ìàññû 2a + b + d, 2b + a + c, 2c + b + d, 2d + c + a,
òî � òî÷êà M1. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî I � öåíòð òÿæåñòè ìàññ b + d, a + c, b + d, a + c.
Òî÷êà I óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ SIAB − SIBC + SICD − SIDA = 0. Ýòîìó æå ñîîòíîøå-
íèþ óäîâëåòâîðÿþò ñåðåäèíû U è V äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðè
òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ìîíæà). Ïóñòü òåïåðü
X, Y � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC è AD. Òîãäà ïðÿìàÿ XY
îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ýòèìè ñòîðîíàìè è ïî òåîðåìå Áðèàíøîíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó L ïå-
ðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïðèìåíèâ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì LXB è LY D, ïîëó÷èì, ÷òî
BL/DL = b/d. Àíàëîãè÷íî, AL/CL = a/c. Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé SUBC/SUAD = BL/DL,
SV BC/SV AD = CL/AL, SIBC/SIAD = (b + c)/(a + d) âûòåêàåò, ÷òî I äåëèò îòðåçîê AC â
îòíîøåíèè (a + c)/(b + d), ÷òî è òðåáóåòñÿ.

24. (Ôîëüêëîð) à) ×åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó P âíóòðè äàííîé îêðóæíîñòè ïðîâîäÿòñÿ äâà
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ëó÷à, ïåðåñåêàþùèå îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî ïðîåêöèé P íà ïðÿìûå AB.
á) ×åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó P âíóòðè äàííîé ñôåðû ïðîâîäÿòñÿ òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ ëó÷à, ïåðåñåêàþùèå ñôåðó â òî÷êàõ A, B, C. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ïðîåêöèé
òî÷êè P íà ïëîñêîñòè ABC.
Ðåøåíèå. à) Ïóñòü P1 � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ P îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, P2 � òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ P îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà AB. Òîãäà òðåóãîëüíèêè ABP1 è ABP2 ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AB, ñëåäîâàòåëüíî, OP1 = OP2. Òàê
êàê APBP2 � ïðÿìîóãîëüíèê, OA2 + OB2 = OP 2 + OP 2

2 , ò.å. ðàññòîÿíèå OP2 íå çàâèñèò îò
âûáîðà ëó÷åé PA, PB. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P1, P2 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O, à
ïðîåêöèÿ P íà AB íà îêðóæíîñòè âäâîå ìåíüøåãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà OP .
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á) Äîñòðîèì ïèðàìèäó PABC äî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà PAC ′BCB′P ′A′. Àíàëî-
ãè÷íî ï.à) ïîëó÷àåì, ÷òî OP ′2 = 3R2 − 2OP 2, ò.å. òî÷êà P ′ ëåæèò íà ñôåðå ñ öåíòðîì O.
Òàê êàê öåíòð òÿæåñòè M òðåóãîëüíèêà ABC ëåæèò íà îòðåçêå PP ′ è äåëèò åãî â îòíîøåíèè
1 : 2, M ëåæèò íà ñôåðå, öåíòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå OP è äåëÿùàÿ
åãî â îòíîøåíèè 2 : 1. Äàëåå, ïðîåêöèåé O íà ïëîñêîñòü ABC ÿâëÿåòñÿ öåíòð O′ îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè, à ïðîåêöèåé P � åãî îðòîöåíòð H. Òàê êàê M ëåæèò
íà îòðåçêå O′H è MH = 2MO′, MK = KH, ò.å. èñêîìûì ÃÌÒ áóäåò ñôåðà ñ öåíòðîì K è
ðàäèóñîì ðàâíûì

√
3R2 − 2OP 2/3.

25. (À.Çàñëàâñêèé) Â òåòðàýäðå ABCD äâóãðàííûå óãëû ïðè ðåáðàõ BC, CD è DA ðàâíû α, à
ïðè îñòàëüíûõ ðåáðàõ � β. Íàéäèòå îòíîøåíèå AB/CD.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî òðåõãðàííûõ óãëîâ â âåðøèíàõ A è B, C è D. Ñëåäî-
âàòåëüíî, 6 CBD = 6 CBA = 6 DAC = 6 DAB, 6 ADB = 6 CDB = 6 DCA = 6 BCA, è âñå ãðàíè
òåòðàýäðà ïîäîáíû. Ïðè ýòîì AB

BC = BC
BD = BD

CD = sin 6 BAC
sin 6 BAD

= sin α
sin β . Çíà÷èò, AB

CD =
(

sin α
sin β

)3

.

26. (Ä.Òåðåøèí) Äàíû ÷åòûðå êîíóñà ñ îáùåé âåðøèíîé è îáðàçóþùåé îäèíàêîâîé äëèíû (íî,
âîçìîæíî, ñ ðàçíûìè ðàäèóñàìè îñíîâàíèé). Êàæäûé èç íèõ êàñàåòñÿ äâóõ äðóãèõ. Äîêàæèòå,
÷òî ÷åòûðå òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé îñíîâàíèé êîíóñîâ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Îêðóæíîñòè îñíîâàíèé êîíóñîâ ëåæàò íà ñôåðå ñ öåíòðîì â âåðøèíå êîíóñîâ è
ðàäèóñîì, ðàâíûì èõ îáðàçóþùåé. Èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì â ëþáîé òî÷êå ýòîé ñôåðû ïåðåâîäèò
åå â ïëîñêîñòü, à îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòè íà ýòîé ïëîñêîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ
äâóõ äðóãèõ. Èç òåîðåìû îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè
êàñàíèÿ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòü íà ñôåðå.
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