
III îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè ïàìÿòè È.Ô.Øàðûãèíà, 2007 ãîä.
Çàî÷íûé òóð

1. (Á.Ôðåíêèí) Òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî (íå ìåíåå äâóõ) òðåóãîëüíèêîâ. Îäèí èç íèõ
ðàâíîáåäðåííûé (íå ðàâíîñòîðîííèé), à îñòàëüíûå � ðàâíîñòîðîííèå. Íàéäèòå óãëû èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà.
Îòâåò. 30◦, 60◦, 90◦.
Ðåøåíèå. Ñðåäè âåðøèí íåðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà íå ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ, ñõîäÿùèõñÿ â ýòîé
âåðøèíå, ðàâíà 180◦ èëè 360◦. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë òðåóãîëüíèêà êðàòåí 60◦, è òàê êàê òðå-
óãîëüíèê íå ðàâíîñòîðîííèé, ýòîò óãîë ðàâåí 120◦. Òîãäà äâà äðóãèõ óãëà ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíû 30◦ è ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Óãëû
òðåóãîëüíèêà â ýòèõ âåðøèíàõ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 30◦, 90◦ èëè 150◦, ïðè ýòîì õîòÿ áû
îäèí èç äâóõ óãëîâ íå ðàâåí 30◦, à èõ ñóììà ìåíüøå 180◦. Åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðè-
àíò � 30◦ è 90◦. Òàêîé òðåóãîëüíèê òðåáóåìûì îáðàçîì ðàçðåçàòü ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîâåäÿ
ìåäèàíó èç ïðÿìîãî óãëà (ðèñ.1).

Ðèñ.1

2. (À.Áëèíêîâ) Êàæäàÿ äèàãîíàëü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàçáèâàåò åãî íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðå-
óãîëüíèêà. Âåðíî ëè, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê � ðîìá?
Ðåøåíèå. Íåâåðíî. Íàïðèìåð, ïóñòü ABC � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì óãîë B
òóïîé è íå ðàâåí 120◦, D � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ABC. Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è è íå ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì.

3. (Á.Ôðåíêèí) Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âíóòðåííþþ òî÷êó âûïóêëîãî íåðàâíîñòîðîííåãî n-óãîëüíèêà
ñ åãî âåðøèíàìè, äåëÿò n-óãîëüíèê íà n ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ýòî
âîçìîæíî?
Îòâåò. n = 5.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ïðè n = 3, 4 óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà. Ïðè n = 3 óãëû òðå-
óãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ, ñõîäÿùèåñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå, ðàâíû, òàê êàê ñóììà ëþáûõ äâóõ
ðàçíûõ óãëîâ ìåíüøå 180◦. Íî òîãäà ðàâíû è ïðîòèâîëåæàùèå èì ñòîðîíû, ÿâëÿþùèåñÿ ñòî-
ðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà.
Ìîæíî ðàññóæäàòü è ïî-äðóãîìó. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè, íà êîòîðûå ðàçðåçàåòñÿ äàííûé òðå-
óãîëüíèê ðàâíû, òî ðàâíû ðàäèóñû îïèñàííûõ îêîëî íèõ îêðóæíîñòåé è ïëîùàäè. Èç ïåðâîãî
óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà, îïðåäåëÿþùàÿ ðàçðåçàíèå, ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà, à
èç âòîðîãî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ åãî öåíòðîì òÿæåñòè. Íî îðòîöåíòð è öåíòð òÿæåñòè ñîâïàäàþò
òîëüêî â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå.
Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ðàçðåçàí íà ðàâíûå òðåóãîëüíèêè îòðåçêàìè èç òî÷êè O. Òîãäà
6 OAB = 6 OCB, êàê óãëû, ïðîòèâîïîëîæíûå îäíîé è òîé æå ñòîðîíå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
Àíàëîãè÷íî 6 OAD = 6 OCD, 6 OBC = 6 ODC, 6 OBA = 6 ODA. Ñëåäîâàòåëüíî, 6 A = 6 C,
6 B = 6 D, è ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê îòðåçêè èç O äåëÿò åãî íà ðàâíîâåëèêèå
òðåóãîëüíèêè, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé, à òîãäà èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ
ñëåäóåò, ÷òî ABCD � ðîìá.
Ïðè n = 5 óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà (ðèñ.2).
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Ðèñ.2

4. (À.Áëèíêîâ) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî âñå òî÷êè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé áèñ-
ñåêòðèñ åãî óãëîâ ëåæàò âíå ïàðàëëåëîãðàììà?
Ðåøåíèå. Íåò. Òàê êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, êà-
ñàþùèõñÿ òðåõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, öåíòðû ìåíüøèõ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé âñåãäà ëåæàò
âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà.

5. (Ä.Øíîëü) Íåâûïóêëûé n-óãîëüíèê ðàçðåçàëè ïðÿìîëèíåéíûì ðàçðåçîì íà òðè ÷àñòè, ïîñëå
÷åãî èç äâóõ ÷àñòåé ñëîæèëè ìíîãîóãîëüíèê, ðàâíûé òðåòüåé ÷àñòè. Ìîæåò ëè n ðàâíÿòüñÿ
à) ïÿòè?
á) ÷åòûðåì?
Îòâåò. à) äà (ðèñ.3).

Ðèñ.3

á) äà (ðèñ.4).
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Ðèñ.4

6. (Á.Ôðåíêèí) à) Ñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê, ò.å. ìíîãî-
óãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ëèíèÿõ ëèñòà áóìàãè â êëåòêó? (óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ)
á) Ñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü êëåò÷àòûé ìíîãîãðàííèê, ò.å. ìíîãîãðàííèê, ñîñòàâ-
ëåííûé èç îäèíàêîâûõ êóáèêîâ, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó ãðàíÿìè?
Îòâåò. à) 0, 1, 2 èëè 4. á) 0, 1, 3, 5 èëè 9.
Ðåøåíèå. à) Âñå îñè ñèììåòðèè îãðàíè÷åííîé ôèãóðû èìåþò îáùóþ òî÷êó, òàê êàê êîìïîçè-
öèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è äâóêðàòíàÿ êîìïîçèöèÿ ñèììåò-
ðèé îòíîñèòåëüíî òðåõ íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåíîñàìè. Êðîìå
òîãî, îñü ñèììåòðèè êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå èëè äèàãîíàëè êëåòêè,
òàê ÷òî îñåé ñèììåòðèè íå áîëüøå 4. Ïðè ýòîì, åñëè òðè èç òàêèõ ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ îñÿìè
ñèììåòðèè ìíîãîóãîëüíèêà, òî èõ êîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ÷åòâåðòîé
ïðÿìîé. Ïðèìåðû ìíîãîóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ 0, 1, 2 è 4 îñè ñèììåòðèè, ïðèâåäåíû íà ðèñ.5.
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Ðèñ.5

á) Àíàëîãè÷íî ï.à) ïîëó÷àåì, ÷òî âñå îñè ñèììåòðèè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó è ïàðàëëåëüíû
ëèáî ðåáðàì ñîñòàâëÿþùèõ ìíîãîãðàííèê êóáèêîâ, ëèáî äèàãîíàëÿì åãî ãðàíåé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îñåé ñèììåòðèè íå áîëåå 9. Ïóñòü ïðÿìûå l, l1 ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè. Åñëè óãîë ìåæäó
íèìè íå ïðÿìîé, òî ïðÿìàÿ l2, ñèììåòðè÷íàÿ l1 îòíîñèòåëüíî l, òîæå áóäåò îñüþ ñèììåòðèè.
Åñëè æå l ⊥ l1, òî îñüþ ñèììåòðèè áóäåò òàêæå ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ èì îáåèì. Ïî-
ýòîìó âñå îñè ñèììåòðèè, êðîìå l, ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû, ò.å èõ îáùåå êîëè÷åñòâî íå÷åòíî.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âîçìîæíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ, êðîìå 7.

7. (Á.Ôðåíêèí) Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè. Òî÷êè êàñàíèÿ åãî ñòîðîí ñ
îêðóæíîñòüþ îáðàçóþò ìíîãîóãîëüíèê ñ òàêèì æå íàáîðîì óãëîâ (ïîðÿäîê óãëîâ ìîæåò áûòü
äðóãèì). Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê ïðàâèëüíûé?
Îòâåò. Äà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A1A2 . . . An � äàííûé ìíîãîóãîëüíèê, B1, B2,. . . ,Bn � òî÷êè êàñàíèÿ âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè A1A2, A2A3,. . . ,AnA1. Îáçíà÷èì çíà÷åíèÿ óãëîâ ïåðâîãî
ìîãîóãîëüíèêà ÷åðåç a1, . . . , an, à âòîðîãî � ÷åðåç b1, . . . , bn. Òîãäà bi = (ai + ai+1)/2. Ïåðå-
ìíîæàÿ n òàêèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì 2na1a2 · · · an = (a1 + a2) · · · (an−1 + an)(an + a1). Íî ïî
íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ ai + ai+1 ≥ 2√aiai+1. Ïîýòîìó èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
âñå óãëû ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíû, à òàê êàê ìíîãîóãîëüíèê B1 . . . Bn � âïèñàííûé, òî ìíîãî-
óãîëüíèêè ïðàâèëüíûå.

8. (À.Çàñëàâñêèé) Òðè îêðóæíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó P , à âòîðûå òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ A,
B, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. A1, B1, C1 � âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AP , BP , CP
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îêðóæíîñòÿìè. C2 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB1 è BA1. A2, B2

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2 ðàâíû.
Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè PAB1C è PBAC1 âïèñàííûå, 6 CAC2 = 6 CAB1 =
6 CPB1 = 6 BAC1 (ðèñ.6). Àíàëîãè÷íî 6 ABC2 = 6 ABC1, ò.å òî÷êè C1, C2 ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB. Ïîâòîðèâ ýòî ðàññóæäåíèå äëÿ äâóõ äðóãèõ ïàð òî÷åê, ïîëó÷èì,
÷òî òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðàâíû.
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Ðèñ.6

9. (À.Çàñëàâñêèé) Äâà âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà òàêîâû, ÷òî ñòîðîíû êàæäîãî ëåæàò íà ñå-
ðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê ñòîðîíàì äðóãîãî. Íàéäèòå èõ óãëû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà C ′D′ ÷åòûðåõóãîëüíèêà A′B′C ′D′ ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäè-
êóëÿðå ê ñòîðîíå AB ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, à ñòîðîíà D′A′ íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêó-
ëÿðå ê BC. Òîãäà D′ � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Àíàëîãè÷íî
A′, B′, C ′ � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ BCD, CDA, DAB. Ñëåäîâà-
òåëüíî, B′D′ � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AC. Â ñâîþ î÷åðåäü AC ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì
ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îäíîé èç äèàãîíàëåé A′B′C ′D′, à òàê êàê AC ⊥ B′D′ è B′D′ 6‖ A′C ′,
AC � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê B′D′, ò.å. AB′CD′ � ðîìá. Êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìûõ C ′D′, D′A′, A′B′ è B′C ′ îñòàâëÿåò òî÷êó A íà ìåñòå è, çíà÷èò, ÿâëÿåò-
ñÿ ïîâîðîòîì ñ öåíòðîì A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïîâîðîòîâ ñ öåí-
òðîì D′ íà óäâîåííûé óãîë C ′D′A′ è ñ öåíòðîì B′ íà óäâîåííûé óãîë A′B′C ′, ñëåäîâàòåëüíî
6 C ′B′A′ = 6 AB′D′ = 6 B′D′A = 6 A′B′C ′. Àíàëîãè÷íî 6 B′C ′D′ = 6 D′A′B′, ò.å. A′B′C ′D′ �
ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê ñòîðîíû ABCD ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì A′B′C ′D′, ABCD �
ïàðàëëåëîãðàìì ñ òàêèìè æå óãëàìè.
Òàê êàê C � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà B′C ′D′, 6 D′CB′ = 2 6 C ′D′A′ =
6 B′D′C + 6 CB′D′ = 90◦. Ñîîòâåòñòâåííî, îñòðûå óãëû ïàðàëëåëîãðàììîâ ABCD è A′B′C ′D′

ðàâíû 45◦. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äâà òàêèõ ïàðàëëåëîãðàììà, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà
ïîâîðîòîì íà 90◦ âîêðóã îáùåãî öåíòðà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è (ðèñ.7).
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Ðèñ.7

10. (À.Çàñëàâñêèé) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû
êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç 3 çàäàííûå òî÷êè A, B, C (ò.å. íà êàæäîé ñòîðîíå èëè åå ïðîäîëæåíèè
ëåæèò ðîâíî îäíà èç çàäàííûõ òî÷åê).
Ðåøåíèå.Ïóñòü A, B, C � äàííûå òî÷êè. Ïîñòðîèì íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âî âíåø-
íþþ ñòîðîíó äóãè, âìåùàþùèå óãîë 60◦ è íàéäåì ñåðåäèíû A′, B′, C ′ äîïîëíèòåëüíûõ äóã.
Ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå öåíòð òðåóãîëüíèêà ñ åãî âåðøèíàìè, ïðîõîäÿò ÷åðåç A′, B′, C ′, à ïî-
ñêîëüêó âåðøèíû äâèãàþòñÿ ïî ïîñòðîåííûì îêðóæíîñòÿì ñ ðàâíûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè,
óãëû, ïîä êîòîðûìè èç öåíòðà âèäíû îòðåçêè A′B′, B′C ′, C ′A′ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, èñêîìîå ÃÌÒ � îêðóæíîñòü A′B′C ′ (ðèñ.8).

�

� � �
�

� �

�

�
�

Ðèñ.8

11. (Ä.Øíîëü) Ìàëü÷èê ñ ïàïîé ñòîÿò íà áåðåãó ìîðÿ. Åñëè ìàëü÷èê âñòàíåò íà öûïî÷êè, åãî
ãëàçà áóäóò íà âûñîòå 1 ì îò ïîâåðõíîñòè ìîðÿ, à åñëè ñÿäåò ïàïå íà ïëå÷è, òî íà âûñîòå 2 ì.
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Âî ñêîëüêî ðàç äàëüøå îí áóäåò âèäåòü âî âòîðîì ñëó÷àå. (Íàéäèòå îòâåò ñ òî÷íîñòüþ äî 0.1,
ðàäèóñ Çåìëè ñ÷èòàéòå ðàâíûì 6000 êì)
Ðåøåíèå. Èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà âûñîòå h íàä óðîâíåì ìîðÿ âèäíî íà ðàññòîÿíèå d =√

(R + h)2 −R2 =
√

2Rh− h2, ãäå R � ðàäèóñ Çåìëè (ðèñ.9). Åñëè h << R, òî ñ äîñòàòî÷íî
áîëüøîé òî÷íîñòüþ d =

√
2Rh. Ïîýòîìó èñêîìîå îòíîøåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì

√
2 èëè

1, 4.

Ðèñ.9

12. (À.Çàñëàâñêèé) Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD è òî÷êà P . Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A è B è
ïåðïåíäèêóëÿðíûå, ñîîòâåòñòâåííî, PC è PD, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî PQ ⊥
AB.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü U , V � ïðîåêöèè A è B íà PC è PD, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà U è V
ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABCD, è, ïðèìåíèâ ê ëîìàíîé AUCBV D òåîðåìó Ïàñêàëÿ,
ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå çàäà÷è (ðèñ.10).
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�

�

�

�

�

�
�

Ðèñ.10

Âòîðîå ðåøåíèå. Òàê êàê ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê, ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (PA, PC) è
(PB, PD) ðàâíû. Íî (PA,PC) = (PC,PA) + (PC, AQ) = (PC, PQ). Àíàëîãè÷íî, (PB, PD) =
(PD,PQ). Ñëåäîâàòåëüíî, (PQ,CD) = 0.
Òðåòüå ðåøåíèå. Ïóñòü Q′ îáðàç Q ïðè ïåðåíîñå íà âåêòîð BC. Òîãäà CQ′ ‖ BQ ⊥ DP ,
DQ′ ⊥ CP . Ñëåäîâàòåëüíî, P � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà CDQ′, è PQ′ ⊥ CD.

13. (À.Çàñëàâñêèé) Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè X, Y , òàêèå ÷òî AX = BY .
Ïðÿìûå CX è CY âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ U è
V . Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå UV ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Z � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AB è UV . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíè-
êàì ZAU è ZBV , ïîëó÷àåì (ðèñ.11)

�

� �

��

�

�
�

Ðèñ.11

ZA

ZB
=

AU sin 6 AUZ

BV sin 6 BV Z
=

AU sin 6 ACY

BV sin 6 BCX
=

sin 6 ACX sin 6 ACY

sin 6 BCX sin 6 BCY
.

Èç òðåóãîëüíèêà ACX sin 6 ACX = AX
AC sin 6 AXC. Èç ýòîãî è òðåõ àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèé

ïîëó÷àåì, ÷òî ZA
ZB = BC2

AC2 , ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê X, Y .
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14. (À.Çàñëàâñêèé) Â òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC P è Q � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD,
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè 6 DAQ = 6 CAB, òî 6 PBA = 6 DBC.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì AQD, AQB, ALD, ALB, ïîëó÷èì, ÷òî BL/DL = (AB/AD)2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, BC/AB = AB/AD è CL/AL = (BC/AB)2, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü L è M � ñåðåäèíû ñîîòâåòñòâåííî AB è AD. Òîãäà, òàê êàê PL ‖
AD, QM ‖ AB, 6 AQM = 6 QAB = 6 CAD = 6 APL, è çíà÷èò òðåóãîëüíèêè APL è AMQ
ïîäîáíû (ðèñ.12). Ñëåäîâàòåëüíî, AP/AQ = AL/AM = AB/AD. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè ABP
è ADQ ïîäîáíû, ò.å. 6 ABP = 6 ADQ = 6 CBQ.

15. (Ì.Âîë÷êåâè÷) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AA′, BB′ è CC ′. Ïóñòü A′B′ ∩
CC ′ = P è A′C ′ ∩BB′ = Q. Äîêàæèòå, ÷òî 6 PAC = 6 QAB.
Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì AC ′Q è AA′Q, ïîëó÷àåì (ðèñ.13)

�

�

� �

� �

� �

� �

�

Ðèñ.13

sin 6 C ′AQ

sin 6 A′AQ
=

C ′Q
A′Q

AA′

AC ′
=

BA′

BC ′
AA′

AC ′
.

Àíàëîãè÷íî
sin 6 B′AP

sin 6 A′AP
=

CA′

CB′
AA′

AB′ .

Ïî òåîðåìå ×åâû ýòè îòíîøåíèÿ ðàâíû, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.
16. (Â.Ïðîòàñîâ) Íà ñòîðîíàõ óãëà âçÿòû òî÷êè A, B. ×åðåç ñåðåäèíó M îòðåçêà AB ïðîâåäåíû

äâå ïðÿìûå, îäíà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ A1, B1, äðóãàÿ � â òî÷êàõ A2,
B2. Ïðÿìûå A1B2 è A2B1 ïåðåñåêàþò AB â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî M � ñåðåäèíà PQ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C � âåðøèíà äàííîãî óãëà. Ðàññìàòðèâàÿ öåíòðàëüíûå ïðîåêöèè ïðÿìîé
AB íà ïðÿìóþ AC èç òî÷åê B1, B2, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî äâîéíûõ îòíîøåíèé (ðèñ.14)

�

�

� �

� �

� �

� �

��

�
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Ðèñ.14

(AP ;MB) = (AA1; A2C) = (CA2; A1A) = (BQ; MA),

÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.

17. (Ë.Åìåëüÿíîâ) Êàêèå òðåóãîëüíèêè ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè òðåóãîëüíèêà ñ ðàâíûìè ðàäèó-
ñàìè îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé?
Îòâåò. Âñå, êðîìå ðàâíîáåäðåííûõ íåîñòðîóãîëüíûõ.
Ðåøåíèå. Åñëè òðåóãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé, òî ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêîâ ABH, BCH è CAH, ãäå H � îðòîöåíòð, ðàâíû.
Ïóñòü 6 C ≥ 90◦ è AC > BC. Âîçüìåì íà ñòîðîíå AC òàêóþ òî÷êó D, ÷òî AD = BD, à íà
ñòîðîíå AB òàêóþ òî÷êó E, ÷òî 6 AED = 6 C (ýòî âîçìîæíî, ò.ê. 6 A+ 6 C < 180◦). Ïî òåîðåìå
ñèíóñîâ ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ADE, BDE è BDC ðàâíû (ðèñ.15).

�

�

�

�
�

Ðèñ.15

Ïóñòü 6 C ≥ 90◦ è AC = BC. Ïîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC íåëüçÿ ðàçðåçàòü òðåáóåìûì
îáðàçîì. Åñëè ðàçðåçàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ èç âíóòðåííåé òî÷êè, òî ðàäèóñû ïîëó÷èâøèõñÿ
òðåóãîëüíèêîâ ìîãóò áûòü ðàâíû òîëüêî, åñëè òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì, ÷òî íåâîçìîæíî.
Åñëè æå òðåóãîëüíèê ðàçðåçàåòñÿ ÷åâèàíîé íà äâà, à çàòåì îäèí èç ýòèõ äâóõ åùå ðàç íà
äâà, òî òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ðàçðåçàåòñÿ âòîðîé ÷åâèàíîé, äîëæåí áûòü ðàâíîáåäðåííûì,
ñëåäîâàòåëüíî ïåðâûé ðàçðåç íóæíî ïðîèçâîäèòü îòðåçêîì CD, ãäå AD = AC. Íî òîãäà ïðè
ëþáîì ðàçðåçàíèè òðåóãîëüíèêà ACD èç âåðøèíû A ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî
ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ áóäóò ìåíüøå ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCD
(ðèñ.16).

�

�

�
�

Ðèñ.16

18. (Á.Ôðåíêèí) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ ñ çàäàííûìè îðòîöåíòðîì
è öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, H � îðòîöåíòð, C0 �
ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Òîãäà ~CH = 2 ~OC0, è òàê êàê C0 ëåæèò âíóòðè îïèñàííîé îêðóæíîñòè
CH < 2OC. Òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, ëåæàò âíå îêðóæíîñòè, äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òî÷êà M , äåëÿùàÿ îòðåçîê OH â îòíîøåíèè
1 : 2 (öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà), è òî÷êà M ′, ñèììåòðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî O. Äëÿ òàêèõ
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òî÷åê C èñêîìûé òðåóãîëüíèê ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîñòðîèì òî÷êó C0, êàê îáðàç
C ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì M è êîýôôèöèåíòîì −1/2, ïðîâåäåì ÷åðåç íåå ïðÿìóþ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíóþ CH è íàéäåì òî÷êè A, B ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé è îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è
ðàäèóñîì OC. Îäíàêî, ýòî ïîñòðîåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê âûðîæäåííîìó òðåóãîëüíèêó, ó êî-
òîðîãî òî÷êè A, B, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòî ïðîèñõîäèò êîãäà 6 OC0C = 6 MCH = 90◦,
ò.å. òî÷êà C ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì MH. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñàìà òî÷êà H,
äëÿ êîòîðîé èñêîìûé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò � ýòî ìîæåò áûòü ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê, ãèïîòåíóçîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äèàìåòð îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì OH.
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÃÌÒ � ýòî âíåøíîñòü îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì MM ′, èñêëþ÷àÿ
îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì MH, íî âêëþ÷àÿ òî÷êó H (ðèñ.17).

� � ���

Ðèñ.17

19. (Â.Ïðîòàñîâ) Â óãîë A, ðàâíûé α, âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ åãî ñòîðîí â òî÷êàõ B
è C. Ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè â íåêîòîðîé òî÷êå M , ïåðåñåêàåò îòðåçêè AB è AC â
òî÷êàõ è Q, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì α âîçìîæíî íåðàâåíñòâî SPAQ < SBMC?
Ðåøåíèå. Îòíîøåíèå SPAQ/SBMC ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, êîãäà ýòè òðåóãîëüíèêè
ðàâíîáåäðåííûå. Óñëîâèå ðàâåíñòâà ïëîùàäåé èìååò âèä sin α

2 (1 + sin α
2 ) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

èñêîìîå íåðàâåíñòâî âîçìîæíî ïðè α > 2 arcsin
√

5−1
2 .

20. (Ä.Øíîëü) Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1. Èç òðåõ
óãëîâ ïðè âåðøèíå ïèðàìèäû äâà � ïðÿìûå. Íàéäèòå íàèáîëüøèé îáúåì ïèðàìèäû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ABC � îñíîâàíèå ïèðàìèäû, ñòîðîíû AC, BC âèäíû èç åå âåðøèíû S ïîä
ïðÿìûìè óãëàìè. Òîãäà S ëåæèò íà ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåð ñ äèàìåòðàìè AC è BC, ò.å íà
îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñíîâàíèþ ñ äèàìåòðîì CD, ãäå D �
ñåðåäèíà AB. Ìàêñèìóì îáúåìà äîñòèãàåòñÿ, êîãäà S � íàèáîëåå óäàëåííàÿ îò ïëîñêîñòè
ABC òî÷êà ýòîé îêðóæíîñòè. Ïðè ýòîì âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà CD/2, à åå îáúåì 1/16.

21. (Í.Äîëáèëèí) Íà ïëîñêîñòè ëåæàò òðè òðóáû (êðóãîâûå öèëèíäðû îäíîãî ðàçìåðà â îáõâàòå 4
ì). Äâå èç íèõ ëåæàò ïàðàëëåëüíî è, êàñàÿñü äðóã äðóãà ïî îáùåé îáðàçóþùåé, îáðàçóþò íàä
ïëîñêîñòüþ òîííåëü. Òðåòüÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ïåðâûì äâóì, âûðåçàåò â òîííåëå êàìåðó.
Íàéäèòå ïëîùàäü ãðàíèöû ýòîé êàìåðû.
Îòâåò. π/8.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ãîðèçîíòàëüíûå ñå÷åíèÿ êàìåðû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè ñ ïåðèìåò-
ðàìè, ðàâíûìè óäâîåííîìó äèàìåòðó òðóáû. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà óãîë ìåæäó
åãî ïëîñêîñòüþ è êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè êàìåðû îäèí è òîò æå âî âñåõ òî÷êàõ. Ñåðåäè-
íû ñòîðîí ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðè ïåðåìåùåíèè ñå÷åíèÿ îïèñûâàþò ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè
òðóáû. Ïîýòîìó ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êàìåðû ðàâíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà, ãðàíè
êîòîðîãî � ðàâíûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèåì, ðàâíûì äèàìåòðó òðóáû, è
âûñîòîé, ðàâíîé ÷åòâåðòè åå îêðóæíîñòè.
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Âòîðîå ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà öèëèíäðû ïðîäîëüíûìè, à ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûé èì � ïîïåðå÷íûì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëîñêîñòü, êàñàþùàÿñÿ ïðîäîëüíûõ öèëèí-
äðîâ ïî îáùåé îáðàçóþùåé, è âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñü ïîïåðå÷íîãî
öèëèíäðà, ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè êàìåðû è ðàçðåçàþò åå íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè.
Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ÷åòâåðòåé. Åå ãðàíèöà ñîñòîèò èç äâóõ êóñêîâ: ÷àñòè ïîâåðõíîñòè
ïðîäîëüíîãî öèëèíäðà, ëåæàùåé âíóòðè ïîëîâèíû ïîïåðå÷íîãî, è ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïîïåðå÷-
íîãî öèëèíäðà, ëåæàùåé ìåæäó ïðîäîëüíûì è êàñàòåëüíîé ê íåìó âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ.
Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ öèëèíäðîâ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì è ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðè
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî êîòîðîé öèëèíäðû ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Îáðàç ïðè ýòîé ñèììåò-
ðèè ÷àñòè ïîâåðõíîñòè êàìåðû, ëåæàùåé íà ïðîäîëüíîì öèëèíäðå, äîïîëíÿåò ÷àñòü, ëåæàùóþ
íà ïîïåðå÷íîì äî êðèâîëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè ïîëîâèíå äèàìåò-
ðà è ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè öèëèíäðà. Ñîîòâåòñòâåííî, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êàìåðû ðàâíà
ó÷åòâåðåííîé ïëîùàäè òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
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