
VIII Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Ðåøåíèÿ.

Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 8 êëàññ

1. (À.Áëèíêîâ) Òî÷êà M � ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ AC îñòðîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà N ñèììåòðè÷íàM îòíîñèòåëüíî BC. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëü-
íàÿ AC è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó N , ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå K. Íàéäèòå
óãîë AKC.

Îòâåò. 90◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ NK è BC (ðèñ. 8.1). Èç ñèììåòðèè îòíî-
ñèòåëüíî BC âèäèì, ÷òî AM = MC = CN è ∠MCB = ∠NCB. Äàëåå, ïîñêîëü-
êó LN ∥ AC, ∠CNL = ∠LCM , à çíà÷èò, òðåóãîëüíèê CNL ðàâíîáåäðåííûé, è
LN = CN = AM . Èòàê, îòðåçêè AM È LN ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ïîýòîìó ALNM �
ïàðàëëåëîãðàìì, è AL ∥ MN ⊥ LC. Íàêîíåö, èç ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî BM ïî-
ëó÷àåì ∠AKC = ∠ALC = 90◦.
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2. (À.Êàðëþ÷åíêî) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñû BB′ è CC ′, à çàòåì ñò¼ð-
ëè âåñü ðèñóíîê, êðîìå òî÷åê A, B′ è C ′. Âîññòàíîâèòå òðåóãîëüíèê ABC ïðè ïîìîùè
öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü I � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.
Òîãäà ∠B′IC ′ = 180◦ − (∠IBC + ∠ICB) = 90◦ + 1

2
∠B′AC ′. Çíà÷èò, åñëè O � öåíòð

îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî △BCI, òî ∠B′OC ′ = 180◦ − ∠B′AC ′. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷êó O, à çàòåì � òî÷êó I (êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåíüøåé
äóãè B′C ′ îêðóæíîñòè ω ñ áèññåêòðèñîé óãëà B′AC ′, ðèñ. 8.2). Òåïåðü òî÷êè B è C
ñòðîÿòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ B′I, AC ′ è C ′I, AB′ ñîîòâåòñòâåííî.

Âòîðîå ðåøåíèå. Òàê êàê BB′ � áèññåêòðèñà óãëà B, òî÷êà B′ ðàâíîóäàëåíà îò
ïðÿìûõ BC è AB. Ïîýòîìó îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì B′, êàñàþùàÿñÿ AC ′, êàñàåòñÿ
òàêæå BC. Àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ BC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì C ′, êàñàþùåéñÿ
AB′ (ðèñ. 8.2). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òî÷åê B è C äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ñòè îáùóþ âíåøíþþ êàñàòåëüíóþ ê ýòèì äâóì îêðóæíîñòÿì (ëåæàùóþ ïî äðóãóþ
ñòîðîíó îò B′C ′, ÷åì A) è íàéòè òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ AB′ è AC ′.

3. (Ë.Øòåéíãàðö, Èçðàèëü) Êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè ñîãíóëè ïî ïðÿìîé òàê, ÷òî îäíà
èç âåðøèí êâàäðàòà îêàçàëàñü íà íåñìåæíîé ñòîðîíå (ñì. ðèñ. 8.3.1). Ïðè ýòîì îá-
ðàçîâàëîñü òðè òðåóãîëüíèêà. Â ýòè òðåóãîëüíèêè âïèñàëè îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî ðàäèóñ îäíîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâåí ñóììå ðàäèóñîâ äâóõ äðóãèõ.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü êâàäðàò ABCD ïåðåãíóëè ïî ïðÿìîé XY ; îáîçíà÷èì ïîëó÷èâ-
øèåñÿ òî÷êè, êàê íà ðèñ. 8.3.2. Çàìåòèì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êè å¼ êàñàíèÿ ñ êàòåòàìè è âåðøèíà ïðÿìîãî óãëà îáðàçó-
þò êâàäðàò, ïîýòîìó å¼ ðàäèóñ ðàâåí îòðåçêó êàñàòåëüíîé èç ýòîé âåðøèíû. Çíà÷èò,
äèàìåòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè UDX, UAP è PV Y , ðàâíû ñî-
îòâåòñòâåííî d1 = UD + DX − XU , d2 = UA + AP − UP è d3 = PV + V Y − PY .
Îáîçíà÷èâ ñòîðîíó êâàäðàòà ÷åðåç a è çàìåòèâ, ÷òî UX = XC è V Y = Y B, ïîëó÷àåì

d1+d3−d2 = DU+(a−CX)−CX+PV+BY−PY−(a−DU)−(a−PY−BY )+(a−PV ) =

= 2DU + 2BY − 2CX.

Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð Y K íà CD. Òî÷êè C è U ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî XY ,
ïîýòîìó XY ⊥ CU , è ∠DCU = ∠KYX. Êðîìå òîãî, KY = CD = a. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè CDU è Y KX ðàâíû, ïîýòîìó DU = KX = CX −
CK = CX −BY . Ýòî è çíà÷èò, ÷òî d1 + d3 − 2d = 0.

Çàìå÷àíèå. Â ïåðâîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-äðóãîìó. Ïðÿìîóãîëü-
íûå òðåóãîëüíèêè DXY , V Y P è AUP ïîäîáíû; çíà÷èò, ðàäèóñû âïèñàííûõ â íèõ
îêðóæíîñòåé îòíîñÿòñÿ òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå êàòåòû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ðàâåíñòâî DX + V Y = AU , èëè DX + CK = a −DU . Íî èç âòîðîé ÷àñòè
ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî DU = KX, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

4. (À. Àêîïÿí, Ä.Øâåöîâ) Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ∠B =
120◦. Íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí AB è CB çà òî÷êó B âçÿëè òî÷êè P è Q ñîîòâåò-
ñòâåííî òàê, ÷òî ëó÷è AQ è CP ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Äîêàæèòå, ÷òî
∠PQB = 2∠PCQ.
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Ðåøåíèå. Âûáåðåì íà ëó÷å BC òî÷êè X è Q′ òàêèå, ÷òî BX = BP , BQ′ = BP+BQ.
Òîãäà òðåóãîëüíèê BPX � ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì 60◦, çíà÷èò, îí ðàâíîñòîðîííèé,
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è PX = BP , ∠PXQ′ = 120◦. Òîãäà òðåóãîëüíèêè PBQ è PXQ′ ðàâíû ïî äâóì
ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, ïîýòîìó PQ′ = PQ è ∠PQ′B = ∠PQB. Àíàëîãè÷íî,
âûáðàâ íà ëó÷å BA òî÷êó P ′ òàêóþ, ÷òî BP ′ = BP +BQ, ïîëó÷àåì, ÷òî QP ′ = QP
è ∠QP ′B = ∠QPB (ðèñ. 8.4).

Îòëîæèì òåïåðü íà ïðîäîëæåíèÿõ îòðåçêîâ BP ′ è BQ′ çà òî÷êè P ′ è Q′ îòðåçêè
Q′A′ = P ′C ′ = PQ. Òîãäà BA′ = BP ′ + P ′A′ = BP +BQ+ PQ = BQ′ +Q′C ′ = BC ′.
Äàëåå, òðåóãîëüíèêè QP ′A′ è PQ′C ′ ðàâíîáåäðåííûå, ïîýòîìó ∠P ′A′Q + ∠Q′C ′P =
1
2
(∠QP ′B + ∠PQ′B) = 1

2
(∠BPQ + ∠BQP ) = 30◦. Çíà÷èò, óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

QA′ è PC ′ ðàâåí 180◦ − (∠P ′A′Q + ∠Q′C ′P + ∠BA′C ′ + ∠BC ′A′) = 90◦, Íî, åñëè
BA′ = BC ′ < BA, òî ýòîò óãîë äîëæåí áûòü ìåíüøå 90◦, à åñëè BA′ > BA, òî
áîëüøå. Çíà÷èò, A′ = A, C ′ = C, è ∠PQB = ∠PQ′B = 2∠PCQ′, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.
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VIII Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Ðåøåíèÿ.

Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 8 êëàññ

5. (À.Àêîïÿí) Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê è òî÷êà P âíóòðè íåãî òàêèå,
÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò P äî âåðøèí áîëüøå ïåðèìåòðà ÷åòûðåõóãîëüíèêà?

Îòâåò. Äà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD AD = BD = CD = x, AB = BC = y <
x/4, à P � òàêàÿ òî÷êà íà äèàãîíàëè BD, ÷òî PD = y (ðèñ. 8.5). Òîãäà PB + PD =
BD = x, PA = PC > AD − PD = x − y, ñëåäîâàòåëüíî, PA + PB + PC + PD >
3x− 2y > 2x+ 2y = AB +BC + CD +DA.
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6. (À.Òóìàíÿí, Óêðàèíà) Îêðóæíîñòü ω îïèñàíà îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Íà ïðîäîë-
æåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó B âçÿëè òî÷êó B1 òàêóþ, ÷òî AB1 = AC. Áèññåêòðèñà
óãëà A ïåðåñåêàåò ω âòîðè÷íî â òî÷êå W . Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà
AWB1 ëåæèò íà ω.

Ðåøåíèå. Ïóñòü H � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé
CB1. Ïîñêîëüêó AW � áèññåêòðèñà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà AB1C, èìååì
B1H ⊥ AW . Äàëåå, åñëè òî÷êè C è W ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò AH, òî ∠AWH =
∠ACH = 90◦ − ∠CAW = 90◦ − ∠WAB, òî åñòü WH ⊥ AB1 (ðèñ. 8.6). Åñëè îíè
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû, òî ∠AWH = 180◦ −∠ACH = 90◦ +∠WAB, îòêóäà îïÿòü
æå ñëåäóåò WH ⊥ AB1. Íàêîíåö, åñëè ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò, òî òðåóãîëüíèê AWB1

ïðÿìîóãîëüíûé, è H = W � åãî îðòîöåíòð.

Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå òî÷êà H ëåæèò íà äâóõ âûñîòàõ òðåóãîëüíèêà AWB1, òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ åãî îðòîöåíòðîì.

7. (Ä.Øâåöîâ) Âûñîòû AA1, CC1 îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå H. Òî÷êà Q ñèììåòðè÷íà ñåðåäèíå ñòîðîíû AC îòíîñèòåëüíî AA1. Òî÷êà P �
ñåðåäèíà îòðåçêà A1C1. Äîêàæèòå, ÷òî ∠QPH = 90◦.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü K � ñåðåäèíà AC. Òàê êàê KQ ∥ BC, òî KQ äåëèò âûñîòó
AA1 ïîïîëàì. Çíà÷èò, â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå AKA1Q äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû è
äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì, òî åñòü îí � ðîìá. Êðîìå òîãî, èç ñèììåòðèè
HQ = HK.
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Àíàëîãè÷íî, ïóñòü R � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ K îòíîñèòåëüíî CC1; òîãäà CKC1R �
ðîìá, è HQ = HR (ðèñ 8.7.1). Çíà÷èò, îòðåçêè A1Q, AK, KC è C1R ïàðàëëåëüíû è
ðàâíû, îòêóäà QA1RC1 � ïàðàëëåëîãðàìì, à òîãäà P � ñåðåäèíà RQ. Çíà÷èò, HP �
ìåäèàíà â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå HQR, à çíà÷èò, è âûñîòà, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.
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Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü L � ñåðåäèíà AA1. Òîãäà PL � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëü-
íèêà AA1C1, ïîýòîìó ∠PLH = ∠BAA1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∠PLQ = 90◦ − ∠PLH =
∠C1HA. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êè A1 è C1 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AC, ïî-
ýòîìó òðåóãîëüíèêè A1C1H è CAH ïîäîáíû; çíà÷èò, èõ ìåäèàíûHP èHK îáðàçóþò
ðàâíûå óãëû ñî ñòîðîíàìè HC1 è HA ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, ∠QHA = ∠KHA =
∠PHC1 è ïîýòîìó ∠PHQ = ∠C1HA (ðèñ. 8.7.2). Èòàê, ∠PHQ = ∠C1HA = ∠PLQ,
ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P , Q, L, H ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè è ∠QPH = 180◦ −
∠QLH = 90◦.

8. (À.Çàñëàâñêèé) Êâàäðàò ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî (áîëüøå îäíîãî) âûïóêëûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü òðå-
óãîëüíèê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü êâàäðàò ðàçðåçàí íà n ìíîãîóãîëüíèêîâ. Òîãäà êàæäûé èç ýòèõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ èìååò íå áîëåå îäíîé ñòîðîíû íà êàæäîé èç ñòîðîí êâàäðàòà; ñ
ëþáûì æå èç îñòàëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ îí ãðàíè÷èò íå áîëåå, ÷åì ïî
îäíîé ñòîðîíå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ó íåãî ìîæåò áûòü íå áîëåå 4 + (n− 1) = n+ 3
ñòîðîí.

Èòàê, êîëè÷åñòâî ñòîðîí ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàçáèåíèÿ íå ìåíüøå 3 è íå áîëüøå
n+3. Çíà÷èò, åñëè ñðåäè íèõ íåò òðåóãîëüíèêà, òî êîëè÷åñòâà èõ ñòîðîí äîëæíû áûòü
ðàâíû 4, 5, . . . , n + 3. Íî òîãäà n + 3-óãîëüíèê äîëæåí ïðèìûêàòü êî âñåì ñòîðîíàì
êâàäðàòà. Ïîýòîìó êàæäûé èç îñòàëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ìîæåò ïðèìûêàòü íå áî-
ëåå, ÷åì ê äâóì ñòîðîíàì êâàäðàòà è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåòü íå áîëåå 2+(n−1) = n+1
ñòîðîíû. Ïðîòèâîðå÷èå.
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VIII Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Ðåøåíèÿ.

Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 9 êëàññ

1. (Ë.Øòåéíãàðö, Èçðàèëü) Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè âûñîòû AA1

è BB1, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Çàòåì ïðîâåëè âûñîòó A1A2 â òðåóãîëüíè-
êå OBA1 è âûñîòó B1B2 â òðåóãîëüíèêå OAB1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê A2B2 ïàðàë-
ëåëåí ñòîðîíå AB.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ∠CAA1 = 90◦−∠ACB = ∠CBB1, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíè-
êè OA1B è OB1A ïîäîáíû (ðèñ. 9.1). Çíà÷èò, èõ âûñîòû A1A2 è B1B2 äåëÿò îòðåçêè
OB è OA â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè. Îòñþäà ïî îáðàòíîé òåîðåìå Ôàëåñà ïîëó-
÷àåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

A B

C

O A1

B1

A2B2

A B

C

C1

A1

B1

C2

A2B2

C0

A0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0

P

Ðèñ. 9.1 Ðèñ. 9.2

2. (Ä.Øâåöîâ, À.Çàñëàâñêèé) ×åðåç âåðøèíû A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû
òðè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå âòîðè÷íî îïèñàííóþ îêîëî íåãî îêðóæ-
íîñòü â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè A2, B2, C2 ñèììåòðè÷íû òî÷êàì
A1, B1, C1 îòíîñèòåëüíî ñòîðîí BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå
AA2, BB2, CC2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç A1, B1 è C1 ïðÿìûå a, b è c, ïàðàëëåëüíûå ñîîòâåòñòâåííî
BC, CA è AB; ïîêàæåì, ÷òî îíè âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â
îäíîé è òîé æå òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü c ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü âòîðè÷íî â
òî÷êå P (åñëè îíà êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, òî P = C1). Òîãäà, ïîñêîëüêó AB ∥ C1P
è AA1 ∥ CC1, ïîëó÷àåì ⌣ BP =⌣ C1A =⌣ A1C (çäåñü ÷åðåç ⌣ XY îáîçíà÷àåòñÿ
âåëè÷èíà äóãè, ïðîõîäèìîé îò X ê Y ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî A1P ∥
BC, òî åñòü a ïðîõîäèò ÷åðåç P . Àíàëîãè÷íî, b ïðîõîäèò ÷åðåç P (ðèñ.9.2).

Äàëåå, òî÷êè C1 è P ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AB,
à òî÷êè C1 è C2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî AB; ýòî çíà÷èò, ÷òî P è C2 ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû C0 îòðåçêà AB; àíàëîãè÷íî, A2 è B2 ñèììåòðè÷íû
òî÷êå P îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí A0 è B0 ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC.

Òàêèì îáðàçîì,
−−−→
A2B2 = 2

−−−→
A0B0 = −

−→
AB; àíàëîãè÷íî,

−−−→
A2C2 = −

−→
AC è

−−−→
B2C2 = −

−−→
BC.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ABC è A2B2C2 öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íû, è ïðÿìûå,
ñîåäèíÿþùèå èõ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû, ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè.

6



3. (Â.Ïðîòàñîâ) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñó CL. Â òðåóãîëüíèêè CAL
è CBL âïèñàëè îêðóæíîñòè, êîòîðûå êàñàþòñÿ ïðÿìîé AB â òî÷êàõ M è N ñîîòâåò-
ñòâåííî. Çàòåì âñå, êðîìå òî÷åê A, L,M è N , ñòåðëè. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
âîññòàíîâèòå òðåóãîëüíèê.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü K � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC ñî ñòîðîíîé AB (òî÷êà K ëåæèò íà îòðåçêå MN). Çàìåòèì, ÷òî

MK = AK − AM =
AB + AC −BC

2
− AL+ AC − LC

2
=

BL+ LC −BC

2
= LN.

Äàëåå, ïóñòü Ia, Ib è I � öåíòðû îêðóæíîñòåé ωa, ωb è ω, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíè-
êè ACL, BCL è ABC, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû è òåîðåìå Ôàëåñà

èìååì
AL

IL
=

AIa
IaI

=
AM

MK
, òî åñòü IL =

AL ·MN

AM
.

Èòàê, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèòü òî÷êó K, çàòåì I (êàê ïåðåñå÷åíèå
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â L è ïåðïåíäèêóëÿðà ê MN â òî÷êå K), Ia è Ib (êàê ïå-
ðåñå÷åíèå áèññåêòðèñ óãëîâ ALI è CLI ñ ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê îòðåçêó MN â åãî
êîíöàõ), îêðóæíîñòè ωa è ωb, è, íàêîíåö, òî÷êè C (êàê ïåðåñå÷åíèå êàñàòåëüíûõ
ê ωa èç A è L) è B (êàê ïåðåñå÷åíèå êàñàòåëüíîé ê ωb ñ MN).

A B

C

KLM N

I
Ia Ib

Ðèñ. 9.3

Âòîðîå ðåøåíèå. Äîêàæåì ðàâåíñòâî 1/AM + 1/ML = 1/LN + 1/NB. Îáîçíà÷èì
÷åðåç x = AC, y = CL, z = LA äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ACL, ÷åðåç p, S è r �
åãî ïîëóïåðèìåòð, ïëîùàäü è ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç

h � åãî âûñîòó èç âåðøèíû C. Òîãäà
1

AM
+

1

ML
=

1

p− y
+

1

p− x
=

z

(p− x)(p− y)
.

Äàëåå, èç ôîðìóëû Ãåðîíà ïîëó÷àåì (p − x)(p − y) =
S2

p(p− z)
=

rp · zh/2
p(p− z)

, îòêóäà

1

AM
+

1

ML
=

2(p− z)

rh
=

2

h tg(∠ACL/2)
. Â òðåóãîëüíèêå BCL óãîë ïðè âåðøèíå C

è âûñîòà èç ýòîé âåðøèíû òàêèå æå, îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ îòðåçêè AM , ML, LN , ìû ìîæåì íàéòè îòðåçîê NB è ïîñòðî-
èòü òî÷êó B. Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèé AC −CL = AM −LM è BC −CL = BN −LN
ìû íàõîäèì ðàçíîñòü AC − BC = AM − LM − BN + LN = p, à èç ðàâåíñòâà
AC/BC = AL/BL = q � èõ îòíîøåíèå. Èç ýòèõ äâóõ óñëîâèé ìîæíî íàéòè äëèíû

ñòîðîí AC =
p

q − 1
è BC =

pq

q − 1
, à çíà÷èò � è ïîñòðîèòü òî÷êó C.

4. (Á.Ôðåíêèí) Ïðè êàêèõ n > 3 ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü äèàãîíàëÿ-
ìè (âîçìîæíî, ïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðè íåãî) íà ðàâíûå òðåóãîëüíèêè?
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Îòâåò. Ïðè ÷åòíûõ.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Åñëè n = 2k, òî k ãëàâíûõ äèàãîíàëåé ðàçðåçàþò ïðàâèëüíûé
n-óãîëüíèê íà n ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ïóñòü òåïåðü n íå÷¼òíî; ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê P ïîëó÷èëîñü
ðàçðåçàòü òðåáóåìûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ðàçðåçàíèÿ, â êîòîðûõ îä-
íà èç ñòîðîí ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé P . Ïðîòèâ ýòèõ ðàâíûõ ñòîðîí â êàæäîì òàêîì
òðåóãîëüíèêå ëåæèò îäèíàêîâûé óãîë α. Ïóñòü îñòàëüíûå äâà óãëà òðåóãîëüíèêà
ðàâíû β è γ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ýòè óãëû íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ñêàæåì, β < γ. Íàçîâ¼ì ñòîðîíó
n-óãîëüíèêà β-ñòîðîíîé èëè γ-ñòîðîíîé â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, êàêîé óãîë ïðèìû-
êàåò ê å¼ ëåâîìó êîíöó (åñëè ñìîòðåòü èçíóòðè). Âûáåðåì íåêîòîðóþ β-ñòîðîíó b
è â ïðèìûêàþùåì òðåóãîëüíèêå ðàçðåçàíèÿ ðàññìîòðèì ñòîðîíó óãëà β, ëåæàùóþ
âíóòðè P . Îíà ëåæèò íà äèàãîíàëè, è íà äðóãîì êîíöå ýòà äèàãîíàëü òàêæå îáðà-
çóåò óãîë β ñ íåêîòîðîé ñòîðîíîé c ìíîãîóãîëüíèêà (ðèñ. 9.4.1). Ýòîò óãîë íå ìîæåò
áûòü ðàçðåçàí íà óãëû äðóãèìè äèàãîíàëÿìè; äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å óãîë ðàçáèåíèÿ,
ïðèìûêàþùèé ê c, äîëæåí áûòü ðàâåí β èëè γ > β, íî îí ìåíüøå, ÷åì β � ïðîòè-
âîðå÷èå. Èòàê, íàø óãîë β ïðèíàäëåæèò òðåóãîëüíèêó, ïðèìûêàþùåìó ê γ-ñòîðîíå.
Íàîáîðîò, ðàññìàòðèâàÿ óãîë β, ïðèìûêàþùèé ê ïðîèçâîëüíîé γ-ñòîðîíå c, ìû íàé-
ä¼ì β-ñòîðîíó b, ñîïîñòàâëåííóþ åé. Èòàê, β- è γ-ñòîðîíû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, è
îáùåå èõ êîëè÷åñòâî ÷¼òíî; ïðîòèâîðå÷èå.

β

β

γ

γ

b

c

A B

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

Ðèñ. 9.4.1 Ðèñ. 9.4.2

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü òåïåðü β = γ, è â òðåóãîëüíèêå ðàçðåçàíèÿ ABC, ñîäåðæàùåì
¾íèæíþþ¿ ñòîðîíó AB ìíîãîóãîëüíèêà, óãîë ïðè C ðàâåí α. Âåðòèêàëüíûé ê ýòî-
ìó óãîë, ðàâíûé α, ëåæèò â íåêîòîðîì äðóãîì òðåóãîëüíèêå ðàçðåçàíèÿ, à ïðîòèâ
íåãî � ñòîðîíà, ðàâíàÿ è ïàðàëëåëüíàÿ AB. Ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò íå¼ â íåêîòîðîì
òðåóãîëüíèêå ðàçðåçàíèÿ ëåæèò óãîë, ðàâíûé α, è ò.ä. Ïîëó÷èëàñü öåïî÷êà òðåóãîëü-
íèêîâ (ðèñ. 9.4.2); ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé òðåóãîëüíèê UVW ýòîé öåïî÷êè. Åñëè îí
îðèåíòèðîâàí íå òàê, êàê ABC, òî åãî âåðõíÿÿ ñòîðîíà, ðàâíàÿ è ïàðàëëåëüíàÿ AB,
ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé P , à òîãäà n ÷¼òíî, ïîñêîëüêó â ïðàâèëüíîì íå÷¼òíîóãîëüíèêå íåò
ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óãîë ïðè âåðõíåé âåðøèíå W òðåóãîëü-
íèêà UVW ðàâåí α, è W � âåðøèíà P . Òîãäà îáå ñòîðîíû UV è VW ëèáî ÿâëÿþòñÿ
ñòîðîíàìè P , ëèáî ëåæàò íà äèàãîíàëÿõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì α = β = γ = 60◦,
è óãîë n-óãîëüíèêà òàêæå ðàâåí 60◦, îòêóäà n = 3 âîïðåêè óñëîâèþ. Âî âòîðîì æå
ñëó÷àå óãîë n-óãîëüíèêà ïðè âåðøèíå W ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì óãîë α è äâà óã-
ëà ïî β, îòêóäà α + 2β < 180◦. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, α + 2β = 180◦ êàê ñóììà óãëîâ
òðåóãîëüíèêà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðè íå÷¼òíîì n óêà-
çàííîå ðàçðåçàíèå íåâîçìîæíî. Òàê êàê n íå÷åòíî, íèêàêèå äâå äèàãîíàëè íå ïåð-
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ïåíäèêóëÿðíû. Ïîýòîìó ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äèàãîíàëåé äîëæíà
ïðîõîäèòü, ïî êðàéíåé ìåðå, åù¼ îäíà äèàãîíàëü (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáðàçîâàííûå
äèàãîíàëÿìè ñìåæíûå óãëû ðàâíû äâóì ðàçíûì óãëàì îäíîãî òðåóãîëüíèêà, ÷òî
íåâîçìîæíî). Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà âûõîäèò íå
ìåíüøå äâóõ äèàãîíàëåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç âåðøèíû Ai íå âûõîäèò íè îäíîé äèàãîíàëè. Òîãäà òðåóãîëü-
íèêîì, ñîäåðæàùèì ýòó âåðøèíó, áóäåò Ai−1AiAi+1, è îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà
ðàçáèåíèÿ ðàâåí óãëó n-óãîëüíèêà. Íî òîãäà êàæäàÿ ñòîðîíà n-óãîëüíèêà ëåæèò â
òðåóãîëüíèêå ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùåì åù¼ îäíó åãî ñòîðîíó. Çíà÷èò, ñòîðîíû ðàçáè-
âàþòñÿ íà ïàðû, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èç âåðøèíû Ai âûõîäèò îäíà äèàãîíàëü. Òîãäà îíà äåëèò
óãîë ïðè ýòîé âåðøèíå íà äâà íåðàâíûõ óãëà β < γ. Îáà ýòè óãëà ïðèìûêàþò ê
ñòîðîíàì n-óãîëüíèêà; çíà÷èò, â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ðàçáèåíèÿ ê ñòîðîíå, ðàâíîé
ñòîðîíå n-óãîëüíèêà, ïðèìûêàþò óãëû, ðàâíûå β è γ. Èòàê, ñóììà âñåõ óãëîâ òðå-
óãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ, ïðèìûêàþùèõ ê ñòîðîíàì n-óãîëüíèêà, ðàâíà n(β + γ), ÷òî
ðàâíî ñóììå óãëîâ n-óãîëüíèêà. Çíà÷èò, èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ðîâíî îäíà
äèàãîíàëü, ÷òî îïÿòü æå íåâîçìîæíî â ñèëó íå÷¼òíîñòè n. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èòàê, ïóñòü n-óãîëüíèê ðàçðåçàí íà k òðåóãîëüíèêîâ; ñóììà âñåõ èõ óãëîâ ðàâíà kπ.
Âêëàä óãëîâ n-óãîëüíèêà â ýòó ñóììó ðàâåí (n−2)π, çíà÷èò, ñóììà óãëîâ ïðè òî÷êàõ
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ðàâíà (k−n+2)π; êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà äîáàâëÿåò 2π, ïîýòîìó
êîëè÷åñòâî ýòèõ âåðøèí ðàâíî (k−n+2)/2. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà ïðèíàä-
ëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå øåñòè òðåóãîëüíèêàì, à êàæäàÿ âåðøèíà ìíîãîóãîëüíèêà �
òð¼ì, òî îáùåå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå, ÷åì (3(k−n+2)+3n)/3 = k+2 > k
� ïðîòèâîðå÷èå.
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VIII Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Ðåøåíèÿ.

Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 9 êëàññ

5. (Ì.Êóíãîæèí) Ïóñòü ABC � ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Íà ïðî-
äîëæåíèè ãèïîòåíóçû AB çà òî÷êó A âçÿòà òî÷êà D òàêàÿ, ÷òî AB = 2AD. Òî÷êèM
è N íà ñòîðîíå AC òàêîâû, ÷òî AM = NC. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû CB çà òî÷êó
B âçÿòà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî CN = BK. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè NK è DM .

Îòâåò. 45◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü L � ïðîåêöèÿ M íà AB. Çàìåòèì, ÷òî
ML

CN
=

AL

BK
=

AD

BC
=

1√
2
;

ïîýòîìó è
LD

CK
=

AL+ AD

BK +BC
=

1√
2
. Çíà÷èò, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè MLD è

NCK ïîäîáíû, è ∠MDL = ∠NKC (ðèñ.9.5). Ïîýòîìó óãîë ìåæäó ïðÿìûìè NK è
MD ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìûìè KC è LD, òî åñòü 45◦.

A

BC

D

M

N

K

L

A

B C

D

M

N

K

Ðèñ. 9.5 Ðèñ. 9.6

6. (Ì.Ðîæêîâà) Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì BC = a, AB =
AC = b. Íà ñòîðîíå AC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåí òðåóãîëüíèê ADC, â êîòî-
ðîì AD = DC = a. Ïóñòü CM è CN � áèññåêòðèñû â òðåóãîëüíèêàõ ABC è ADC
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CMN .

Îòâåò.
ab

a+ b
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü K � òàêàÿ òî÷êà íà îòðåçêå AC, ÷òî MK ∥ BC. Òîãäà ∠MCA =
∠MCB = ∠CMK, ïîýòîìó MK = KC; êðîìå òîãî, èç ñèììåòðèè KC = MB.

Äàëåå, ïî òåîðåìå Ôàëåñà è ñâîéñòâó áèññåêòðèñû èìååì
CK

AK
=

BM

AM
=

a

b
=

DN

AN
.

Ñëåäîâàòåëüíî, KN ∥ CD; àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïîëó÷àåì KN = KC. Òàêèì
îáðàçîì, K � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà CMN , à åå ðàäèóñ ïî
òåîðåìå î áèññåêòðèñå ðàâåí KC = MB = ab/(a+ b) (ðèñ.9.6).

7. (À.Áåëîâ) Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå P ïðîâåëè âñå äèàãîíàëè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
îí îêàçàëñÿ ðàçáèòûì íà äåñÿòü òðåóãîëüíèêîâ è îäèí ïÿòèóãîëüíèê P ′. Èç ñóììû
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, ïðèëåãàþùèõ ê ñòîðîíàì P , âû÷ëè ïëîùàäü P ′; ïîëó÷è-
ëîñü ÷èñëî N . Ñîâåðøèâ òå æå îïåðàöèè ñ ïÿòèóãîëüíèêîì P ′, ïîëó÷èëè ÷èñëî N ′.
Äîêàæèòå, ÷òî N > N ′.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü A1A2A3A4A5 � èñõîäíûé ïÿòèóãîëüíèê, B1B2B3B4B5 � ïÿòèóãîëü-
íèê, îáðàçîâàííûé åãî äèàãîíàëÿìè (B1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ A2A4 ñ A3A5 è ò.ä.),
C1C2C3C4C5 � ïÿòèóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé äèàãîíàëÿìè B1B2B3B4B5 (C1 � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ B2B4 ñ B3B5 è ò.ä.). Ïðîäîëæèì íóìåðàöèþ âåðøèí öèêëè÷åñêè (òî
åñòü Ai+5 = Ai è ò.ä.). Äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà P
÷åðåç [P ].

Çàìåòèì, ÷òîN ′ =
∑

i[BiBi+1Bi+2]−[B1B2B3B4B5], ïîñêîëüêó â ñóììå ñïðàâà êàê ðàç
ïÿòèóãîëüíèê C1C2C3C4C5 ó÷ò¼í ñ êðàòíîñòüþ −1, òðåóãîëüíèêè âèäà BiBi+1Ci+3 �
ñ êîýôôèöèåíòîì 1, à òðåóãîëüíèêè âèäà CiCi+1Bi+3 � ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì.
Çíà÷èò, òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó∑

i

[AiAi+1Bi+3] >
∑
i

[BiBi+1Bi+2].

Äîêàæåì, ÷òî [AiAi+1Bi+3] > [Bi+2Bi+3Bi+4]; òîãäà, ñëîæèâ ïÿòü íåðàâåíñòâ òàêîãî
âèäà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ýòî äîêàçàòü ïðè i = 1. Ïðèñîåäèíèâ ê êàæäîìó èç òðåóãîëüíè-
êîâ A1A2B4 è B3B4B5 òðåóãîëüíèê A1B3B4, ïîëó÷èì òðåóãîëüíèêè A1B3A2 è A1B3B5

ñ îáùèì îñíîâàíèåì A1B3. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B5 äî ýòîãî îñíîâàíèÿ
ìåíüøå, ÷åì îò òî÷êè A2 (ðèñ.9.7); çíà÷èò, [A1B3A2] > [A1B3B5], ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

A1

A2

A3

A4

A5

B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1

B2

B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3B3

B4

B5

C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1

C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2

A

B C

O

D

K

L
P

Q

H

T

Ðèñ. 9.7 Ðèñ. 9.8

8. (Ì.Ïëîòíèêîâ, Óêðàèíà) Ïóñòü AH � âûñîòà îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.
Òî÷êè K è L � ïðîåêöèè H íà ñòîðîíû AB è AC. Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî
òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ KL â òî÷êàõ P è Q, à ïðÿìóþ AH � â
òî÷êàõ A è T . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà H ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â
òðåóãîëüíèê PQT .

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè Ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC.
Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABH è ACH èìååì AK · AB = AH2 = AL · AC,
òî åñòü AK/AL = AC/AB. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ALK è ABC ïîäîáíû, òî åñòü
∠AKL = ∠ACB. Ïîñêîëüêó ∠OAB = π/2 − ∠ACB, ïîëó÷àåì OA ⊥ KL, çíà÷èò,
OA � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê õîðäå PQ, è ïîýòîìó AP = AQ. Îòñþäà TA �
áèññåêòðèñà óãëà PTQ (ðèñ. 9.8).
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Èòàê, öåíòð I îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â PQT , ëåæèò íà TA. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå
î òðåçóáöå AI = AP . Çíà÷èò, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî I = H, äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî AH = AP . Ïóñòü D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AO è KL, à r � ðàäèóñ Ω.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, AQ2 − r2 = AQ2 − OQ2 = (AD2 + DQ2) − (OD2 + DQ2) =
AD2−(AD−r)2, îòêóäà AQ2 = 2r ·AD. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî AH � äèàìåòð îêðóæíî-
ñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà AKL, ïîñêîëüêó ∠AKH = ∠ALH = 90◦; çíà÷èò,
êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ AKL è ABC ðàâåí AH/(2r). Îòðåçêè AD è
AH � ñîîòâåòñòâåííûå âûñîòû â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ, ïîýòîìó AD/AH = AH/(2r),
èëè AH2 = 2r · AD = AQ2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî AQ = AH, ìîæíî óïðîñòèòü, ðàññìîòðåâ
èíâåðñèþ ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì AQ. Ïðè ýòîé èíâåðñèè ïðÿìàÿ PQ è îêðóæíîñòü
Ω ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, ïîýòîìó òî÷êè B è K òàêæå ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà.
Ñëåäîâàòåëüíî, AQ2 = AB · AK = AH2.
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VIII Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Ðåøåíèÿ.

Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 10 êëàññ

1. (À.Øàïîâàëîâ) Ïðè êàêèõ n ìîæíî îêëåèòü â îäèí ñëîé ïîâåðõíîñòü êëåò÷àòîãî êóáà
n× n× n áóìàæíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1 × 2 òàê, ÷òîáû êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê
ãðàíè÷èë ïî îòðåçêàì ñòîðîí ðîâíî ñ ïÿòüþ äðóãèìè?

Îòâåò. Ïðè ÷åòíûõ.

Ðåøåíèå. Åñëè n ÷åòíî, ðàçîáüåì êàæäóþ ãðàíü êóáà íà êâàäðàòû 2× 2 è çàêëåèì
êàæäûé êâàäðàò äâóìÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè òàê, ÷òîáû ê äëèííûì ñòîðîíàì ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ â îäíîì êâàäðàòå, ïðèìûêàëè êîðîòêèå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ, ëåæàùèõ â ñîñåäíèõ êâàäðàòàõ. Ïîêàæåì, ïî÷åìó òàê ìîæíî îêëåèòü âñå
ãðàíè. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìîæíî îêëåèòü ÷åòûðå áîêîâûå ãðàíè, îáðàçóþùèå êîëü-
öî. Ïðè ýòîì íà âåðõíåé ãðàíè îäèí ðÿä êâàäðàòîâ 2× 2 çàïîëíèòü ìîæíî (â óãëàõ
îêëåéêà áóäåò âûãëÿäåòü òàê, êàê íà ðèñ. 10.1 èëè ñèììåòðè÷íî); ýòîò ðÿä îïðåäå-
ëÿåò îäíîçíà÷íî âñþ îêëåéêó âåðõíåé ãðàíè; ïðè ýòîì îñòàëüíûå ÷åòûðå êðàéíèõ
ñëîÿ êâàäðàòîâ áóäóò çàïîëíåíû àíàëîãè÷íî, ïîýòîìó íà îñòàëüíûõ ð¼áðàõ ïðÿìî-
óãîëüíèêè òàêæå áóäóò ñòûêîâàòüñÿ òðåáóåìûì îáðàçîì. Àíàëîãè÷íî îêëåèâàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü.

Ðèñ.10.1

Ïðè íå÷åòíûõ n îáùåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíî 6n2/2 = 3n2. Åñëè ó êàæäîãî
ïÿòü ñîñåäåé, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïàð ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áóäåò ðàâíî 3n2 ·
5/2; îäíàêî ýòî ÷èñëî íåöåëîå. Çíà÷èò, òðåáóåìàÿ îêëåéêà íåâîçìîæíà.

2. (À.Çàñëàâñêèé, Á.Ôðåíêèí) Òî÷êó âíóòðè òðåóãîëüíèêà íàçîâåì õîðîøåé, åñëè äëè-
íû ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå ÷åâèàí îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíàì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñòîðîí. Íàéäèòå âñå òðåóãîëüíèêè, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî õîðîøèõ òî÷åê � ìàê-
ñèìàëüíîå âîçìîæíîå.

Îòâåò. Äëÿ îñòðîóãîëüíûõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü AA1, BB1, CC1 � âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, H � åãî îðòîöåíòð.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ õîðîøóþ òî÷êó P ; ïóñòü AAP , BBP , CCP � ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
íå¼ ÷åâèàíû. Èç óñëîâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî AAP/AA1 = BBP/BB1 = CCP/CC1; çíà÷èò,
ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AA1AP , BB1BP è CC1CP ïîäîáíû, ïîýòîìó ∠A1AAP =
∠B1BBP = ∠C1CCP . Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ îðèåíòàöèè ýòèõ
óãëîâ. (Íàïîìíèì, ÷òî îðèåíòèðîâàííûì óãëîì ∠(ℓ,m) íàçûâàåòñÿ óãîë, íà êîòîðûé
íàäî ïîâåðíóòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðÿìóþ ℓ, ÷òîáû îíà ñòàëà ïàðàëëåëüíà m.)

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ∠(A1A,AAP ) = ∠(B1B,BBP ) = ∠(C1C,CCP ) (â ÷àñòíîñòè, òðå-
óãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé; äåéñòâèòåëüíî, åñëè, ñêàæåì, ∠BAC íå îñòðûé, òî
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óãëû ∠B1BBP è ∠C1CCP îñòðûå è îðèåíòèðîâàíû ïî-ðàçíîìó). Èç ïåðâîãî ðàâåí-
ñòâà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè P , H. A, B ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè; àíàëîãè÷íî, òî÷êà
P ëåæèò íà îêðóæíîñòÿõ, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ACH è BCH. Íî ýòè òðè
îêðóæíîñòè èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó H; çíà÷èò, P ñîâïàäàåò ñ H.

A B

C

Y

P H

A

BC

Y

P

H

Ðèñ. 10.2.1 Ðèñ. 10.2.2

Ñëó÷àé 2. Äâà èç òðåõ îðèåíòèðîâàííûõ óãëîâ ðàâíû, à òðåòèé (äëÿ îïðåäåë¼ííî-
ñòè, ∠(C1C,CCP )) èì ïðîòèâîïîëîæåí. Òîãäà, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, òî÷êà P ëåæèò
íà îêðóæíîñòè ΩC , îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABH (ïîñêîëüêó ∠(AH,HB) =
−∠(AC,CB), ýòà îêðóæíîñòü ñèììåòðè÷íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè Ω òðåóãîëüíèêà
ABC). Ïóñòü ïðÿìàÿ CH âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò ΩC â òî÷êå X (òîãäà òî÷êè C è X
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî AB; íà ðèñ. 10.2.1 è 10.2.2 ïîêàçàíû äâå òàêèõ ïîòåíöè-
àëüíî âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèè). Òîãäà ∠(PX,XC) = ∠(PB,BH) = −∠(PC,CX);
åñëè ýòè óãëû íåíóëåâûå, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåóãîëüíèê PCX ðàâíîáåäðåííûé,
PC = PX. Íî òîãäà òî÷êà P ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå AB ê îòðåçêó
CX, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ∠(PB,BH) = 0, è P = H.

Òàêèì îáðàçîì, õîðîøåé òî÷êîé ìîæåò áûòü òîëüêî îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà (è â
îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îí åþ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, â îñòðî-
óãîëüíîì òðåóãîëüíèêå õîðîøàÿ òî÷êà îäíà, à â íåîñòðîóãîëüíîì � íè îäíîé.

Ïðèìå÷àíèå. Â ñëó÷àå 2 åñòü áîëåå êîðîòêîå, íî ìåíåå ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå. Ãåî-
ìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê P , óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîìó ðàâåíñòâó ∠(B1B,BBP ) =
∠(C1C,CCP ), ÿâëÿåòñÿ îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíîñòîðîííÿÿ ãèïåð-
áîëà. Äâå òàêèõ ãèïåðáîëû ìîãóò èìåòü ìàêñèìóì ÷åòûðå îáùèõ òî÷êè, è ýòè òî÷-
êè�A, B, C è H.

3. (À.Êàðëþ÷åíêî) ÏóñòüM è I � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí è áèññåêòðèñ íåðàâíîáåä-
ðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC, à r � ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî MI = r/3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìàÿ MI ïåðïåíäèêóëÿðíà îäíîé èç
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü C1 è C2 � òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ω è ωC , ñîîòâåò-
ñòâåííî âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, ñî ñòîðîíîé AB; ïóñòü òàêæå
C ′ � ñåðåäèíà ýòîé ñòîðîíû. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, C1C

′ = C2C
′. Äàëåå, ïðè ãîìîòåòèè

ñ öåíòðîì C, ïåðåâîäÿùåé ωC â ω, òî÷êà C2 ïåðåõîäèò â òî÷êó C3 íà ω, äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíóþ C1 (òàê êàê êàñàòåëüíûå ê ω â ýòèõ òî÷êàõ ïàðàëëåëüíû) (ðèñ.
10.3.1). Çíà÷èò, IC ′ � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà C1C2C3, ïîýòîìó C ′I ∥ CC2. Çíà-
÷èò, ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì M è êîýôôèöèåíòîì −2 òî÷êà I ïåðåõîäèò â òî÷êó N ,
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ëåæàùóþ íà CC2 (àíàëîãè÷íî, îíà ëåæèò íà îòðåçêàõ, ñîåäèíÿþùèõ äðóãèå âåð-
øèíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé; òî÷êà N
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Íàãåëÿ òðåóãîëüíèêà ABC). Çíà÷èò, N ïîëó÷àåòñÿ èç M ′ ãîìî-
òåòèåé ñ öåíòðîì I è êîýôôèöèåíòîì 3.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. ÏóñòüMI = r/3. Òîãäà òî÷êà N ëåæèò íà ω. Ïóñòü äëÿ
îïðåäåë¼ííîñòè êàñàòåëüíàÿ ê ω â ýòîé òî÷êå ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AC è BC; òîãäà
ω è C ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé êàñàòåëüíîé, à çíà÷èò, N = C3. Òàê êàê
IC3 ⊥ AB, òî è MI ⊥ AB (ðèñ. 10.3.2).

A B

C

I
M

N

C1C2

C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3C3

C ′ A B

C

I
M

N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3N = C3

C2

Ðèñ. 10.3.1 Ðèñ. 10.3.2

Îáðàòíî, ïóñòü AB ⊥ IM . Òîãäà òî÷êà N ëåæèò íà ïðÿìîé IC2; êðîìå òîãî, îíà ëå-
æèò íà CC2. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ABC íåðàâíîáåäðåííûé, ýòè ïðÿìûå ðàçëè÷íû,
à çíà÷èò, N = C2, è r = IN = 3IM .

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü AB ⊥ IM . Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà AM2 − BM2 =
(AC2

1+C1M
2)−(BC2

1+C1M
2) = (p−a)2−(p−b)2 = c(b−a) (çäåñü C1 � òî÷êà êàñàíèÿ

AB ñî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ). Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëèíû ìåäèàíû, ïîëó÷àåì
AM2 = 1

9
(2b2 + 2c2 − a2), BM2 = 1

9
(2a2 + 2c2 − b2), îòêóäà c(b − a) = 1

3
(b − a)(a + b),

èëè a + b = 3c, òî åñòü p = 2c. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: åñëè p = 2c,
òî AB ⊥ IM . Íàêîíåö, ïîñêîëüêó c(IM + r)/2 = SABM = SABC/3 = pr/3, ïîëó÷àåì
IM + r = 4r/3, èëè IM = r/3.

Ïóñòü, íàîáîðîò, MI = r/3. Çàìåòèì, ÷òî IA2 + IB2 + IC2 = (
−−→
IM +

−−→
MA)2 + (

−−→
IM +

−−→
MB)2 + (

−−→
IM +

−−→
MC)2 = MA2 +MB2 +MC2 + 2

−−→
IM · (

−−→
MA +

−−→
MB +

−−→
MC) + 3MI2 =

MA2 +MB2 +MC2 + 3MI2. Çíà÷èò, åñëè MI = r/3, òî IA2 + IB2 + IC2 = MA2 +
MB2+MC2+ 1

3
r2 = 1

3
(a2+b2+c2+r2). Äàëåå, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà IA2 = r2+(p−a)2;

íàêîíåö, ïî ôîðìóëå Ãåðîíà r2 = S2/p2 = (p− a)(p− b)(p− c)/p. Èòàê,

a2 + b2 + c2 + r2

3
= (p− a)2 + (p− b)2 + (p− c)2 + 3r2,

èëè

a2 + b2 + c2

3
− (p− a)2 − (p− b)2 − (p− c)2 =

8r2

3
=

8(p− a)(p− b)(p− c)

3p
,

÷òî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (p−2a)(p−2b)(p−2c) = 0. Êàê ïîêàçàíî âûøå, îäíà èç ñêîáîê
îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà IM ïåðïåíäèêóëÿðíî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñòîðîíå.
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4. (Á.Ôðåíêèí) Äàí êâàäðàò. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí ãèïîòåíóç ïðÿìî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñòîðîíàõ
êâàäðàòà è íå ñîâïàäàþò ñ åãî âåðøèíàìè.

Îòâåò. Âñå òî÷êè êðèâîëèíåéíîãî âîñüìèóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî äóãàìè âîñüìè
ïàðàáîë ñ ôîêóñàìè â âåðøèíàõ êâàäðàòà è äèðåêòðèñàìè, ñîäåðæàùèìè íåñìåæíóþ
ñòîðîíó, êðîìå ñåðåäèí ñòîðîí êâàäðàòà (ðèñ.10.4.1).

A B

CD

X

Y
Z

O

Ðèñ. 10.4.1 Ðèñ. 10.4.2

Ðåøåíèå. Åñëè êîíöû ãèïîòåíóçû ëåæàò íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ êâàäðà-
òà, òî åå ñåðåäèíà ëåæèò íà ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåäíåé ëèíèè (íî íå ñîâïàäàåò ñ å¼
êîíöîì). Ïóñòü òåïåðü êîíöû X è Y ãèïîòåíóçû òðåóãîëüíèêà XY Z ïðèíàäëåæàò
ñîîòâåòñòâåííî ñòîðîíàì AB è AD êâàäðàòà ABCD, à âåðøèíà Z � ñòîðîíå BC
(ðèñ. 10.4.2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç O ñåðåäèíó XY . Òî÷êè A è Z ëåæàò íà îêðóæíîñòè
ñ äèàìåòðîì XY ; ïîýòîìó OA = OX = OY = OZ, è ðàññòîÿíèå îò O äî A ìåíüøå,
÷åì äî äðóãèõ âåðøèí êâàäðàòà, íî íå ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò O äî ïðÿìîé BC.

Ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò A è BC, ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà ñ
ôîêóñîì A è äèðåêòðèñîé BC (âåðøèíîé ýòîé ïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíà AB).
Çíà÷èò, òî÷êà O ëåæèò ìåæäó BC è ýòîé ïàðàáîëîé â ÷åòâåðòè êâàäðàòà, ñîäåðæà-
ùåé A. Ïðè ýòîì òî÷êà O ìîæåò ïîïàñòü íà ïàðàáîëó, íî íå ìîæåò � íà ñðåäíþþ
ëèíèþ (èíà÷å òî÷êà Y ñîâïàä¼ò ñ B).

Ðàññìîòðåâ àíàëîãè÷íî äðóãèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèí òðåóãîëüíèêà è îáúåäè-
íèâ ïîëó÷åííûå îáëàñòè, ïîëó÷èì êðèâîëèíåéíûé âîñüìèóãîëüíèê P , îãðàíè÷åííûé
äóãàìè âîñüìè ïàðàáîë. Âåðøèíàìè P ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ñòîðîí êâàäðàòà (îíè íå
ëåæàò â ÃÌÒ) è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë ñ åãî äèàãîíàëÿìè. Ïðè ýòîì ñðåäíèå
ëèíèè êâàäðàòà ëåæàò â P ; çíà÷èò, è èñêîìîå ÃÌÒ ñîäåðæèòñÿ â í¼ì. Îñòàëîñü ïî-
êàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà O ýòîãî âîñüìèóãîëüíèêà, êðîìå ñåðåäèí ñòîðîí êâàäðàòà,
ïðèíàäëåæèò ÃÌÒ.

Åñëè O ëåæèò íà ñðåäíåé ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé AB, è ðàññòîÿíèå îò íå¼ äî AD íå
ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ äî BC, òî ìîæíî â êà÷åñòâå êîíöîâ ãèïîòåíóçû X è Y âçÿòü
ïðîåêöèè O íà AB è CD, à â êà÷åñòâå âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà � îäíó èç òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì XY è ñòîðîíû AD. Åñëè æå òî÷êà O ëåæèò â
÷åòâåðòè êâàäðàòà, ñîäåðæàùåé A, ìåæäó ïàðàáîëîé ñ ôîêóñîì A è äèðåêòðèñîé
BC è ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåäíåé ëèíèåé, òî â êà÷åñòâå X è Y âîçüì¼ì âòîðûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì OA, à â êà÷åñòâå Z � òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé BC (òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò, òàê êàê ðàññòîÿíèå
îò O äî BC íå ïðåâîñõîäèò OA, à ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê B è C � ïðåâîñõîäÿò).
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VIII Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Ðåøåíèÿ.

Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 10 êëàññ

5. (Ô.Íèëîâ) Â îêðóæíîñòü ω âïèñàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, äèàãîíàëè AC è BD
êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íà ñòîðîíàõ AB è CD âî âíåøíþþ ñòîðîíó êàê íà äèà-
ìåòðàõ ïîñòðîåíû äóãè α è β. Ðàññìîòðèì äâå ëóíî÷êè, îáðàçîâàííûå îêðóæíîñòüþ
ω è äóãàìè α è β (ñì. ðèñ. 10.5.1). Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ðàäèóñû îêðóæíî-
ñòåé, âïèñàííûõ â ýòè ëóíî÷êè, ðàâíû.

A

B
C

D
A

B
C

D

O

K LX Y

Ðèñ. 10.5.1 Ðèñ. 10.5.2

Ðåøåíèå. ÏóñòüX è Y � ñåðåäèíû äóãè α è äóãè AB îêðóæíîñòè ω ñîîòâåòñòâåííî,
à O � öåíòð ω. Òîãäà ëóíî÷êà ñ âåðøèíàìè A è B íàõîäèòñÿ ìåæäó îêðóæíîñòÿìè
êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ñ öåíòðîì O è ðàäèóñàìè OY è OX (ðèñ. 10.5.2).
Çíà÷èò, äèàìåòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ëóíî÷êó, íå ïðåâîñõîäèò XY ; ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì XY êàñàåòñÿ ω è α è ëåæèò â ëóíî÷êå. Èòàê,
ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ýòó ëóíî÷êó, ðàâåí XY .

Ïîñêîëüêó AC ⊥ BD, ñóììà äóã AB è CD îêðóæíîñòè ω ðàâíà 180◦. Ïóñòü K è
L � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CD; òîãäà ∠AOK = 90◦ − ∠COL = ∠OCL, ïîýòîìó
ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AOK è OCL ðàâíû ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó.
Ïîýòîìó OX = OK+KX = OK+KA = (AB+CD)/2, ïîýòîìóXY = (AB+CD)/2−
r, ãäå r � ðàäèóñ ω. Àíàëîãè÷íî, ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â
ëóíî÷êó ñ âåðøèíàìè C è D òàêæå ðàâåí (AB + CD)/2− r.

6. (Â.ßñèíñêèé) Äàí òåòðàýäð ABCD. Òî÷êà X âûáðàíà âíå òåòðàýäðà òàê, ÷òî îòðåçîê
XD ïåðåñåêàåò ãðàíü ABC âî âíóòðåííåé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′, B′, C ′ ïðîåêöèè
òî÷êè D íà ïëîñêîñòè XBC, XCA, XAB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî A′B′ +
B′C ′ + C ′A′ ≤ DA+DB +DC.

X

A′

B′

K

D
C

A B

C

D

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

L
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Ðèñ. 10.6 Ðèñ. 10.7

Ðåøåíèå. Ïóñòü K � ïðîåêöèÿ òî÷êè D íà XC; òîãäà DK ≤ DC. Ïîñêîëüêó DA′ ⊥
(XBC), ïîëó÷àåì ∠DA′K = 90◦; àíàëîãè÷íî, ∠DB′K = 90◦ (ðèñ. 10.6). Çíà÷èò,
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òî÷êè A′ è B′ ëåæàò íà ñôåðå ñ äèàìåòðîì AD, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå
ïðåâîñõîäèò äèàìåòðà: A′B′ ≤ DK. Èòîãî, A′B′ ≤ DK ≤ DC. Àíàëîãè÷íî, A′C ′ ≤
DB è B′C ′ ≤ DA. Ñêëàäûâàÿ ýòè òðè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

7. (Ô.Èâëåâ) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå C ê åãî îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå D. Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ACD â òî÷êàõ A è C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ DK
äåëèò îòðåçîê BC ïîïîëàì.

Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå XY Z ñèìåäèàíà XX ′ (òî
åñòü ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ìåäèàíå èç âåðøèíû X îòíîñèòåëüíî óãëà X) ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êàõ Y è Z.
Çíà÷èò, ïðÿìàÿ DK ÿâëÿåòñÿ ñèìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà ACD. Äàëåå, òðåóãîëüíèêè
ACD è BCD ïîäîáíû. Çíà÷èò, åñëè DL è DM � èõ ìåäèàíû, òî ∠CDK = ∠ADL =
∠CDM , îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà DK.

8. (Ä.Øâåöîâ) Íà ñòîðîíåBC êâàäðàòàABCD âûáðàëè òî÷êóM . ÏóñòüX, Y , Z � öåí-
òðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABM , CMD, AMD ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü Hx, Hy, Hz � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ AXB, CY D, AZD ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè Hx, Hy, Hz ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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Ðèñ. 10.8

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî òî÷êè X è Y ëåæàò íà äèàãîíàëÿõ BD è AC ñîîòâåòñòâåííî;
ïîýòîìó ïðÿìûå AC è BD ñîäåðæàò âûñîòû òðåóãîëüíèêîâ AXB è CYD ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îòìåòèì íà îòðåçêàõ AM è DM òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî
AP = DQ = AD. Òîãäà AX � áèññåêòðèñà è, ñëåäîâàòåëüíî, âûñîòà â ðàâíîáåäðåí-
íîì òðåóãîëüíèêå ABP ; çíà÷èò, îðòîöåíòð Hx � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BP
è AC. Àíàëîãè÷íî, Hy � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ CQ è BD. Íàêîíåö, èç òåõ æå ñîîá-
ðàæåíèé ïîëó÷àåì AZ ⊥ DP , BZ ⊥ AQ, òàê ÷òî Hz � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
AQ è BP (ðèñ. 10.8).

Ïðèìåíèì òåîðåìó Äåçàðãà ê òðåóãîëüíèêàì BPD è CAQ; ïîñêîëüêó ïðÿìûå BC,
PA è DQ, ñîåäèíÿþùèå èõ ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M , ïîëó-
÷àåì, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû ýòèõ
òðåóãîëüèêîâ, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ýòè òî÷êè è åñòü Hx, Hy

è Hz.
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