
×åòûðíàäöàòàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè
èì. È.Ô.Øàðûãèíà

Çàî÷íûé òóð

Ïðèâîäèì óñëîâèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà ×åòûðíàäöàòîé ãåîìåòðè÷åñêîé îëèìïèàäû
èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Â îëèìïèàäå ìîãóò ó÷àñòâîâàòü øêîëüíèêè ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ êëàññîâ ñðåäíåé øêî-
ëû. Â ñïèñêå çàäà÷, ïðèâåäåííîì íèæå, ïîñëå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà êàæäîé çàäà÷è óêàçà-
íî, ó÷àùèìñÿ êàêèõ êëàññîâ ðîññèéñêîé øêîëû (íà ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû) îíà
ïðåäíàçíà÷åíà. Â òåõ ñòðàíàõ, ãäå êîëè÷åñòâî êëàññîâ â øêîëå äðóãîå, ó÷åíèêè ïîñëåäíå-
ãî êëàññà ðåøàþò çàäà÷è 11 êëàññà, ó÷åíèêè ïðåäïîñëåäíåãî êëàññà � çàäà÷è 10 êëàññà
è ò.ä. Ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è è äëÿ áîëåå ñòàðøèõ êëàññîâ (ðåøåííûå çàäà÷è äëÿ áîëåå
ìëàäøèõ êëàññîâ ïðè ïîäâåäåíèè èòîãîâ íå ó÷èòûâàþòñÿ).

Ïîëíîå ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è èëè ëþáîãî åå ïóíêòà, åñëè çàäà÷à èìååò ïóíêòû, îöåíè-
âàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Íåïîëíîå ðåøåíèå, â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ïðîäâèæåíèÿ, îöåíèâàåòñÿ
îò 1 äî 6 áàëëîâ. Ïðè îòñóòñòâèè çàìåòíîãî ïðîäâèæåíèÿ ñòàâèòñÿ 0 áàëëîâ. Ðåçóëüòàòîì
ó÷àñòíèêà ÿâëÿåòñÿ ñóììà áàëëîâ ïî âñåì çàäà÷àì.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è íà÷èíàéòå ñ íîâîé ñòðàíèöû: ñíà÷àëà íàäî ïåðåïèñàòü óñëî-
âèå, çàòåì çàïèñàòü ðåøåíèå, ïðè÷åì ñòàðàéòåñü ïèñàòü ïîäðîáíî, ïðèâîäÿ îñíîâíûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ è âûêëàäêè, äåëàÿ îò÷åòëèâûå ÷åðòåæè äîñòàòî÷íîãî ðàçìåðà. Åñëè â çàäà÷å
òðåáóåòñÿ äàòü îòâåò íà íåêîòîðûé âîïðîñ (íàïðèìåð, íàéòè çíà÷åíèå êàêîé-íèáóäü
âåëè÷èíû), òî ýòîò îòâåò ñëåäóåò ïðèâåñòè ïåðåä ðåøåíèåì. Ïèøèòå àêêóðàòíî, âåäü
Âû æå çàèíòåðåñîâàíû â òîì, ÷òîáû Âàøó ðàáîòó ìîæíî áûëî ïîíÿòü è ñïðàâåäëèâî
îöåíèòü!

Åñëè Âû ïîëüçóåòåñü â ðåøåíèè êàêèì-òî ôàêòîì èç øêîëüíîãî ó÷åáíèêà, ìîæíî ïðî-
ñòî íà ýòî ñîñëàòüñÿ (÷òîáû áûëî ïîíÿòíî, êàêóþ èìåííî òåîðåìó Âû èìååòå â âèäó).
Åñëè æå Âàì íåîáõîäèì ôàêò, íå âñòðå÷àþùèéñÿ â øêîëüíîì êóðñå, åãî îáÿçàòåëüíî íàäî
äîêàçàòü (èëè ñîîáùèòü, èç êàêîãî èñòî÷íèêà îí âçÿò).

Ìîæíî (õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî) óêàçàòü â ðàáîòå, êàêèå çàäà÷è Âàì ïîíðàâèëèñü. Íàì
áóäåò èíòåðåñíî óçíàòü Âàøå ìíåíèå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêå äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû â ýëåê-
òðîííîé ôîðìå íå ðàíüøå 8 ÿíâàðÿ è íå ïîçäíåå 1 àïðåëÿ 2018 ãîäà. Äëÿ ýòî-
ãî íóæíî çàéòè íà ñàéò https://contest.yandex.ru/geomshar/, ñïðàâà íàâåðõó óêàçàòü
ÿçûê (ðóññêèé), ñëåâà íàâåðõó íàæàòü "Ðåãèñòðàöèÿ"è ñëåäîâàòü ïîÿâëÿþùèìñÿ èíñòðóê-
öèÿì.
ÂÍÈÌÀÍÈÅ:

1. Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ â îòäåëüíîì ôàéëå ôîðìàòà pdf, doc
èëè jpg. Æåëàòåëüíî âûïîëíÿòü ðàáîòó íà êîìïüþòåðå èëè ñêàíèðîâàòü, à íå ôîòîãðàôè-
ðîâàòü. Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôàéë õîðîøî ÷èòàåòñÿ.

2. Åñëè íåñêîëüêî ðàç çàãðóæàåòñÿ ðåøåíèå îäíîé è òîé æå çàäà÷è, òî â ñèñòåìå ïðîâåð-
êè îñòàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå. Ïîýòîìó ïðè íåîáõîäèìîñòè ÷òî-òî èçìåíèòü Âàì ñëåäóåò
ñíîâà çàãðóçèòü ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ.

Ïðè âîçíèêíîâåíèè òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ çàãðóçêîé ðàáîòû îáðàùàéòåñü ïî àäðåñó
geomshar@yandex.ru. (ÍÅ ïðèñûëàéòå ðàáîòû íà ýòîò àäðåñ!)

Ôèíàëüíûé òóð ñîñòîèòñÿ ëåòîì 2018 ãîäà ïîä Ìîñêâîé. Íà íåãî áóäóò ïðèãëàøåíû
ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî òóðà, íå çàêîí÷èâøèå ê ýòîìó âðåìåíè øêîëó. Ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî
òóðà � âûïóñêíèêè øêîë ïîëó÷àò ãðàìîòû îðãêîìèòåòà îëèìïèàäû. Ñïèñêè ïîáåäèòåëåé
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áóäóò îïóáëèêîâàíû íà ñàéòå www.geometry.ru íå ïîçäíåå 1 èþíÿ 2018 ã. Ñâîè ðåçóëü-
òàòû Âû ñìîæåòå óçíàòü â ýòî æå âðåìÿ ïî àäðåñó geomshar@yandex.ru.
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1. (8 êëàññ) Âíóòðè êâàäðàòà ðàñïîëîæåíû òðè îêðóæíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåò-
ñÿ âíåøíèì îáðàçîì äâóõ äðóãèõ, à òàêæå êàñàåòñÿ äâóõ ñòîðîí êâàäðàòà. Äîêàæèòå,
÷òî ðàäèóñû äâóõ èç äàííûõ îêðóæíîñòåé îäèíàêîâû.

2. (8 êëàññ) Äàí âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Ïðÿìûå AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå E, à ïðÿìûå BC è AD � â òî÷êå F . Â òðåóãîëüíèêå AED îòìå÷åí öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè I, à èç òî÷êè F ïðîâåäåí ëó÷, ïåðïåíäèêóëÿðíûé áèññåêòðèñå
óãëà AID. Â êàêîì îòíîøåíèè ýòîò ëó÷ äåëèò óãîë AFB?

3. (8 êëàññ) Ïóñòü AL � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC, òî÷êà D � åå ñåðåäèíà, E �
ïðîåêöèÿ D íà AB. Èçâåñòíî, ÷òî AC = 3AE. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê CEL
ðàâíîáåäðåííûé.

4. (8 êëàññ) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü. Ïî äóãå AD, íå ñîäåðæà-
ùåé òî÷åê B è C, äâèæåòñÿ òî÷êà P . Ôèêñèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ l, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ
ïðÿìîé BC, ïåðåñåêàåò ëó÷è BP , CP â òî÷êàõ B0, C0 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PB0C0 â òî÷êå P ,
ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

5. (8-9 êëàññû) Ó ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è CDE âåðøèíà C ëåæèò íà
îòðåçêå AE, âåðøèíû B è D ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîãî îòðåçêà. Îïèñàííûå îêîëî
òðåóãîëüíèêîâ îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O1 è O2 ïîâòîðíî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F .
Ïðÿìàÿ O1O2 ïåðåñåêàåò AD â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî AK = BF .

6. (8-9 êëàññû) Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (óãîë C ïðÿìîé) BC = 2AC,
CH � âûñîòà, O1 è O2 � öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ ñîîòâåòñòâåííî â òðå-
óãîëüíèêè ACH è BCH, à O � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.
Ïóñòü H1, H2 è H0 � ïðîåêöèè òî÷åê O1, O2 è O íà ãèïîòåíóçó. Äîêàæèòå, ÷òî
H1H = HH0 = H0H2.

7. (8-9 êëàññû) Ïóñòü E � îäíà èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé w1 è w2. Ïóñòü
AB � îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé, ïðÿìàÿ CD ïàðàëëåëüíà AB,
ïðè÷åì òî÷êè A è C ëåæàò íà w1, à òî÷êè B è D � íà w2. Îêðóæíîñòè ABE è
CDE ïîâòîðíî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî F äåëèò îäíó èç äóã CD
îêðóæíîñòè CDE ïîïîëàì.

8. (8-9 êëàññû) Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî òî÷êå Íàãåëÿ, âåðøèíå B è îñíîâàíèþ âû-
ñîòû, ïðîâåäåííîé èç ýòîé âåðøèíû.

9. (8-9 êëàññû) Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàñïîëîæåí êâàäðàò: äâå åãî âåðøè-
íû íàõîäÿòñÿ íà îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à äâå äðóãèå ïî îäíîé íà äðóãèõ
ñòîðîíàõ. Àíàëîãè÷íûå êâàäðàòû ïîñòðîåíû äëÿ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
Äîêàæèòå, ÷òî èç òðåõ îòðåçêîâ, ðàâíûõ ñòîðîíàì ýòèõ êâàäðàòîâ, ìîæíî ñîñòàâèòü
îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

10. (8-9 êëàññû) Íà ïëîñêîñòè äàíû 2018 òî÷åê, âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòî-
ðûìè ðàçëè÷íû. Äëÿ êàæäîé òî÷êè îòìåòèëè áëèæàéøóþ ê íåé ñðåäè îñòàëüíûõ.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê ìîæåò îêàçàòüñÿ îòìå÷åíî?
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11. (8-9 êëàññû) Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà òî÷åê M , N , ëåæàùèõ
ñîîòâåòñòâåííî íà ñòîðîíàõ AC, BC, òàêàÿ, ÷òî ∠AIM = ∠BIN è MN ‖ AB.

12. (8-9 êëàññû) Ïóñòü D � îñíîâàíèå âíåøíåé áèññåêòðèñû óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC,
â êîòîðîì AB > BC. Ñòîðîíà AC êàñàåòñÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé
â òî÷êàõ K è K1 ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè I è I1 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ïðÿìàÿ
BK ïåðåñåêàåò DI1 â òî÷êå X, à BK1 ïåðåñåêàåò DI â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî
XY ⊥ AC.

13. (9-11 êëàññû) Íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, îòìå÷åíû
òî÷êè M è N � ñåðåäèíû äóã AB è CD ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî MN äåëèò
ïîïîëàì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâABC
è ADC.

14. (9-11 êëàññû) Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C. Òî÷êè K, L, M � ñåðå-
äèíû ñòîðîí AB, BC, CA ñîîòâåòñòâåííî, N � òî÷êà íà ñòîðîíå AB. Ïðÿìàÿ CN
ïåðåñåêàåò KM è KL â òî÷êàõ P è Q. Òî÷êè S, T íà ñòîðîíàõ AC, BC òàêîâû, ÷òî
÷åòûðåõóãîëüíèêè APQS, BPQT � âïèñàííûå. Äîêàæèòå, ÷òî

à) åñëè CN � áèññåêòðèñà, òî ïðÿìûå CN , ML, ST ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå;

á) åñëè CN � âûñîòà, òî ST ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó ML.

15. (9-11 êëàññû) Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêåABC ïðîâåäåíû âûñîòûAH1, BH2, CH3,
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â îðòîöåíòðå H. Òî÷êè P è Q ñèììåòðè÷íû H2 è H3 îòíîñè-
òåëüíî H. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà PH1Q ïåðåñåêàåò âî âòîðîé ðàç âû-
ñîòû BH2 è CH3 â òî÷êàõ R è S. Äîêàæèòå, ÷òî RS � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà
ABC.

16. (9-11 êëàññû) Â òðåóãîëüíèêå ABC, ãäå AB < BC áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàåò
â òî÷êå P ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ AC è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøèíó B, à â òî÷êå
R � êàñàòåëüíóþ èç âåðøèíû B ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Òî÷êà R′

ñèììåòðè÷íà R îòíîñèòåëüíî AB. Äîêàæèòå, ÷òî ∠R′PB = ∠RPA.

17. (10-11 êëàññû) Îêðóæíîñòè α, β, γ êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì è êàñà-
þòñÿ èçíóòðè îêðóæíîñòè Ω â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Îáùàÿ âíóòðåííÿÿ
êàñàòåëüíàÿ ê α è β ïåðåñåêàåò íå ñîäåðæàùóþ C1 äóãó A1B1 â òî÷êå C2. Òî÷êè A2,
B2 îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2, B1B2, C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå.

18. (10-11 êëàññû) Íà ñòîðîíàõAB,BC,CA òðåóãîëüíèêàABC âûáðàíû òî÷êè C1, A1, B1

òàê, ÷òî îòðåçêè AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ëó÷è B1A1 è B1C1 ïå-
ðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A2 è C2. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A,C, òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ A2C2 ñ BB1 è ñåðåäèíà A2C2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

19. (10-11 êëàññû) Èìååòñÿ òðåóãîëüíèê ABC è ëèíåéêà, íà êîòîðîé îòìå÷åíû îòðåçêè,
ðàâíûå ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà. Ïîñòðîéòå ýòîé ëèíåéêîé îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà,
îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè.
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20. (10-11 êëàññû) Äàí íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí AB, AC è BC â òî÷êàõ D, E, F ñîîòâåòñòâåííî. Âíåâïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå N . Ïóñòü T � áëèæàéøàÿ ê N òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AN ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ, à K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
DE è FT . Äîêàæèòå, ÷òî AK||BC.

21. (10-11 êëàññû) Íà ïëîñêîñòè äàíû ïðÿìàÿ l è òî÷êà A âíå åå. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìåñòî èíöåíòðîâ îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíîé A, ó êîòîðûõ îäíà
ñòîðîíà ëåæèò íà ïðÿìîé l.

22. (10-11 êëàññû) Øåñòü êðóãîâ ñ ðàäèóñàìè, ðàâíûìè 1, ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè
òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ëþáûõ äâóõ èç íèõ áîëüøå d. Ïðè êàêîì íàè-
ìåíüøåì d ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, íå ïåðåñåêàþùàÿ íè îäíîãî èç
êðóãîâ, ïî êàæäóþ ñòîðîíó îò êîòîðîé ëåæàò òðè êðóãà?

23. (10-11 êëàññû) Ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà âûïóêëûå ñåìèóãîëüíèêè åäèíè÷íîãî äèàìåòðà.
Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êðóã ðàäèóñà 200 ïåðåñåêàåò íå ìåíåå ìèëëèàðäà èç íèõ.

24. (10-11 êëàññû) Êðèñòàëë ïèðèòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåä, íà êàæäóþ
ãðàíü êîòîðîãî íàíåñåíà øòðèõîâêà.

 

Íà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ãðàíÿõ øòðèõîâêà ïåðïåíäèêóëÿðíà. Ñóùåñòâóåò ëè âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ ÷èñëîì ãðàíåé, íå ðàâíûì 6, ãðàíè êîòîðîãî ìîæíî çàøòðè-
õîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì?
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