
Âîñåìíàäöàòàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè
èì. È.Ô.Øàðûãèíà

Çàî÷íûé òóð

Ïðèâîäèì óñëîâèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà Âîñåìíàäöàòîé ãåîìåòðè÷åñêîé îëèìïèàäû
èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Çàäà÷è îëèìïèàäû ðàññ÷èòàíû íà ó÷àùèõñÿ ïîñëåäíèõ ÷åòûð�åõ êëàññîâ ñðåäíåé øêî-
ëû. Â ñïèñêå, ïðèâåä¼ííîì íèæå, ïîñëå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà êàæäîé çàäà÷è óêàçàíî, ó÷à-
ùèìñÿ êàêèõ êëàññîâ ðîññèéñêîé øêîëû (íà ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû) îíà ïðåä-
íàçíà÷åíà. Â òåõ ñòðàíàõ, ãäå êîëè÷åñòâî êëàññîâ â øêîëå äðóãîå, ó÷åíèêè ïîñëåäíåãî
êëàññà (íà ìîìåíò ñòàðòà çàî÷íîãî òóðà) ðåøàþò çàäà÷è 11 êëàññà, ó÷åíèêè ïðåäïîñëåä-
íåãî êëàññà � çàäà÷è 10 êëàññà è ò.ä. Ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è è äëÿ áîëåå ñòàðøèõ êëàññîâ
(ðåø�åííûå çàäà÷è äëÿ áîëåå ìëàäøèõ êëàññîâ ïðè ïîäâåäåíèè èòîãîâ íå ó÷èòûâàþòñÿ).

Ïîëíîå ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è èëè ëþáîãî å�å ïóíêòà, åñëè çàäà÷à èìååò ïóíêòû, îöå-
íèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Çà ïîëíîå ðåøåíèå îáîèõ ïóíêòîâ çàäà÷è 14 ó÷àñòíèê èç ìëàäøåãî
êëàññà (â ðîññèéñêîé øêîëå � íå ñòàðøå 9) ïîëó÷àåò 12 áàëëîâ. (Ó÷àñòíèê èç áîëåå ñòàð-
øåãî êëàññà ïîëó÷àåò áàëëû òîëüêî çà ïóíêò 14á.)

Íåïîëíîå ðåøåíèå, â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ïðîäâèæåíèÿ, îöåíèâàåòñÿ îò 1 äî 6 áàë-
ëîâ. Ïðè îòñóòñòâèè çàìåòíîãî ïðîäâèæåíèÿ ñòàâèòñÿ 0 áàëëîâ. Ðåçóëüòàòîì ó÷àñòíèêà
ÿâëÿåòñÿ ñóììà áàëëîâ ïî âñåì çàäà÷àì.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è íà÷èíàéòå ñ íîâîé ñòðàíèöû: ñíà÷àëà íàäî ïåðåïèñàòü óñëî-
âèå, çàòåì çàïèñàòü ðåøåíèå, ïðè÷åì ñòàðàéòåñü ïèñàòü ïîäðîáíî, ïðèâîäÿ îñíîâíûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ è âûêëàäêè, äåëàÿ îò÷åòëèâûå ÷åðòåæè äîñòàòî÷íîãî ðàçìåðà. Åñëè â çàäà÷å
òðåáóåòñÿ äàòü îòâåò íà íåêîòîðûé âîïðîñ (íàïðèìåð, íàéòè çíà÷åíèå êàêîé-
íèáóäü âåëè÷èíû), òî ýòîò îòâåò ñëåäóåò ïðèâåñòè ïåðåä ðåøåíèåì. Ïèøèòå
àêêóðàòíî, âåäü Âû æå çàèíòåðåñîâàíû â òîì, ÷òîáû Âàøó ðàáîòó ìîæíî áûëî ïîíÿòü è
ñïðàâåäëèâî îöåíèòü!

Åñëè Âû ïîëüçóåòåñü â ðåøåíèè êàêèì-òî ôàêòîì èç øêîëüíîãî ó÷åáíèêà, ìîæíî ïðî-
ñòî ñîñëàòüñÿ íà íåãî (÷òîáû áûëî ïîíÿòíî, êàêóþ èìåííî òåîðåìó Âû èìååòå â âèäó).
Åñëè æå Âàì íåîáõîäèì ôàêò, íå âñòðå÷àþùèéñÿ â øêîëüíîì êóðñå, åãî îáÿçàòåëüíî íàäî
äîêàçàòü (èëè ñîîáùèòü, èç êàêîãî èñòî÷íèêà îí âçÿò).

Ìîæíî (õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî) óêàçàòü â ðàáîòå, êàêèå çàäà÷è Âàì ïîíðàâèëèñü. Íàì
áóäåò èíòåðåñíî óçíàòü Âàøå ìíåíèå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêå äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû â ýëåê-
òðîííîé ôîðìå íå ðàíüøå 1 äåêàáðÿ 2021 è íå ïîçäíåå 1 ìàðòà 2022 ãîäà. Äëÿ
ýòîãî íóæíî çàéòè íà ñàéò https://contest.yandex.ru/geomshar/, ñïðàâà íàâåðõó óêà-
çàòü ÿçûê (ðóññêèé) è ñëåäîâàòü ïîÿâëÿþùèìñÿ èíñòðóêöèÿì.
ÂÍÈÌÀÍÈÅ:

1. Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è (è êàæäîãî å�å ïóíêòà, åñëè çàäà÷à èìååò ïóíêòû) äîëæíî
ñîäåðæàòüñÿ â îòäåëüíîì ôàéëå ôîðìàòà pdf, doc, docx èëè jpg. Åñëè ðåøåíèå ñîñòîèò
èç íåñêîëüêèõ ôàéëîâ, òî íóæíî ñîçäàòü èç íèõ àðõèâ (zip èëè rar) è çàãðóçèòü åãî.

2. Æåëàòåëüíî âûïîëíÿòü ðàáîòó íà êîìïüþòåðå èëè ñêàíèðîâàòü, à íå ôîòîãðàôèðî-
âàòü. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ ïåðåä îòïðàâêîé, ÷òî ôàéë õîðîøî
÷èòàåòñÿ.

3. Åñëè íåñêîëüêî ðàç çàãðóæàåòñÿ ðåøåíèå îäíîé è òîé æå çàäà÷è, òî â ñèñòåìå ïðî-
âåðêè îñòàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå.Ïîýòîìó ïðè íåîáõîäèìîñòè ÷òî-òî èçìåíèòü Âàì
ñëåäóåò ñíîâà çàãðóçèòü ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ.
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Ïðè âîçíèêíîâåíèè òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ çàãðóçêîé ðàáîòû îáðàùàéòåñü ïî àäðåñó
geomshar@yandex.ru. (ÍÅ ïðèñûëàéòå ðàáîòû íà ýòîò àäðåñ!)

Ôèíàëüíûé òóð ñîñòîèòñÿ ëåòîì 2022 ãîäà ïîä Ìîñêâîé. Íà íåãî áóäóò ïðèãëàøåíû ïî-
áåäèòåëè çàî÷íîãî òóðà, íå çàêîí÷èâøèå ê ýòîìó âðåìåíè øêîëó. Êðèòåðèè ïðîõîæäåíèÿ
íà ôèíàë îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëå ïðîâåðêè ðàáîò çàî÷íîãî òóðà â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà
ó÷àñòíèêîâ ñ òåì èëè èíûì ðåçóëüòàòîì. Ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî òóðà � âûïóñêíèêè øêîë
ïîëó÷àò ãðàìîòû îðãêîìèòåòà îëèìïèàäû. Ñïèñêè ïîáåäèòåëåé áóäóò îïóáëèêîâàíû íà
ñàéòå www.geometry.ru ê 1 èþíÿ 2022 ã. Ñâîè ðåçóëüòàòû Âû ñìîæåòå óçíàòü ïî àäðåñó
geomshar@yandex.ru ïîñëå ïóáëèêàöèè ñïèñêîâ.

1. (8) Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè O è H � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòð
ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî BH � áèññåêòðèñà óãëà ABO. Îòðåçîê èç òî÷êè O,
ïàðàëëåëüíûé ñòîðîíå AB, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî AH =
AK.

2. (8) ×åòûð�åõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì I. Òî÷êè O1 è
O2 � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AID è CID. Äîêàæèòå, ÷òî
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà O1IO2 ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà B ÷å-
òûð�åõóãîëüíèêà.

3. (8) Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C ïðîâåäåíà âûñîòà CD.
Íà îòðåçêàõ AD è CD ïîñòðîåíû ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè AED è CFD, òàê
÷òî òî÷êà E ëåæèò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, ÷òî è C, à
òî÷êà F ëåæèò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CD, ÷òî è B. Ïðÿìàÿ
EF ïåðåñåêàåò êàòåò AC â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî FL = CL + LD.

4. (8) Ïóñòü AA1, BB1, CC1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC; A2 � òî÷êà
êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AB1C1 ñî ñòîðîíîé B1C1; àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè B2, C2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2, B1B2, C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå.

5. (8) Äèàãîíàëè âïèñàííîãî ÷åòûð�åõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ PD, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AD â
òî÷êå D1; àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà A1. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåí-
íàÿ â òî÷êå P ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà D1PA1, ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé
BC.

6. (8�9) Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC êàñàþòñÿ îòðåçêà
AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå BP è BQ âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îïè-
ñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ P ′ è Q′ ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî PP ′ > QQ′.

7. (8�9) Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC âî âíåøíþþ ñòîðîíó áûë ïîñòðîåí êâàäðàò
ñ öåíòðîì F . Çàòåì âñ�å ñò�åðëè, êðîìå òî÷êè F è ñåðåäèí N , K ñòîðîí BC, AB
ñîîòâåòñòâåííî. Âîññòàíîâèòå òðåóãîëüíèê.

8. (8�9) Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè P , Q, R ñî-
îòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AP = PR, CQ = QR. Òî÷êà H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà
PQR, òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî
OH ‖ AC.
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9. (8�9) Ñòîðîíû AB, BC, CD è DA ÷åòûð�åõóãîëüíèêà ABCD êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì I â òî÷êàõ K, L, M è N ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïðÿìîé AI âûáðàíà ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà P . Ïðÿìàÿ PK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BI â òî÷êå Q. Ïðÿìàÿ QL ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ CI â òî÷êå R. Ïðÿìàÿ RM ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ DI â òî÷êå S. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè P , N è S ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

10. (8�9) Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ω1 ñ öåíòðîì O. Îêðóæíîñòü ω2 êà-

ñàåòñÿ ñòîðîí AB, AC è êàñàåòñÿ äóãè B̂C îïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êå K. Ïóñòü
I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ OI
ñîäåðæèò ñèìåäèàíó òðåóãîëüíèêà AIK.

11. (8�10) Â òðåóãîëüíèêåABC ∠A = 60◦, òî÷êà T òàêîâà, ÷òî ∠ATB = ∠BTC = ∠ATC.
Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè B, C è T , ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è
AC â òî÷êàõ K è L. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K è L ðàâíîóäàëåíû îò ïðÿìîé AT .

12. (8�11) Â âûïóêëîì ÷åòûð�åõóãîëüíèêå ABCD òî÷êè K, L, M , N � ñåðåäèíû ñòîðîí
BC, CD, DA, AB ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè AK, BL, CM , DN , ïåðåñåêàÿñü, äåëÿò
äðóã äðóãà íà òðè ÷àñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî îòíîøåíèå äëèíû ñðåäíåé ÷àñòè ê äëèíå
âñåãî îòðåçêà îäíî è òî æå äëÿ âñåõ ÷åòûð�åõ îòðåçêîâ. Âåðíî ëè, ÷òî ABCD �
ïàðàëëåëîãðàìì?

13. (8�11) Íà ïëîñêîñòè äàíû âîñåìü òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ðÿä âûïèñàëè ïëîùàäè
âñåõ 56 òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó âûïèñàí-
íûìè ÷èñëàìè ìîæíî ïîñòàâèòü çíàêè "+" è "−" òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå
ðàâíÿëîñü íóëþ.

14. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïðÿìàÿ AB êàñàåòñÿ åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êå C ′,
à âíåâïèñàííîé, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BC, � â òî÷êå C ′a. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
òî÷êè C ′b, C

′
c, A

′, A′a, A
′
b, A

′
c, B

′, B′a, B
′
b, B

′
c. Ðàññìîòðèì äëèíû 12 îòðåçêîâ � âûñîò

òðåóãîëüíèêîâ A′B′C ′, A′aB
′
aC
′
a, A

′
bB
′
bC
′
b, A

′
cB
′
cC
′
c.

a) (8�9) Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìîæåò áûòü ñðåäè íèõ?

b) (10�11) Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ äëèí.

15. (9�11) Ïðÿìàÿ `, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàåòñÿ åãî âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè è ïåðåñåêàåò åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ D è E. Ïóñòü I
� öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî AI2 = AD ·AE.

16. (9�11) Äàí âïèñàííûé ÷åòûð�åõóãîëüíèê ABCD. Ïóñòü E = AC∩BD, F = AD∩BC.
Áèññåêòðèñû óãëîâ AFB è AEB ïåðåñåêàþò CD â òî÷êàõ X, Y . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè
A,B,X, Y ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

17. (9�11) Â òðåóãîëüíèêå ABC âûáðàíà òî÷êà P . Ëó÷è ñ íà÷àëîì â òî÷êå P , ïåðåñåêà-
þùèå ïîä ïðÿìûì óãëîì ñòîðîíû BC, AC, AB, ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå ïðÿìûå PQ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

18. (10�11) Âî âïèñàííîì ÷åòûð�åõóãîëüíèêå ABCD ïðîèçâåäåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí ðàâíû. Òî÷êà B′ ñèììåòðè÷íà B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC. Äîêàæèòå, ÷òî
îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A, B′, D, êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC.
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19. (10�11) Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à K � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ BC ñ âíåøíåé áèññåêòðèñîé óãëà A. Ïðÿìàÿ KI ïåðåñåêàåò âíåøíèå
áèññåêòðèñû óãëîâ B è C â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAX = ∠CAY .

20. (10�11) Ïóñòü O, I � öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà
ABC; R, r � èõ ðàäèóñû; D � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé
BC; N � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà îòðåçêå ID. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ID â òî÷êå N ïåðå-
ñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ABC â òî÷êàõ X è Y . Ïóñòü O1 � öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè XIY . Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå OO1 · IN .

21. (10�11) Âî âïèñàííî-îïèñàííîì ÷åòûð�åõóãîëüíèêå îòìåòèëè öåíòðû O, I îïèñàííîé
è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé è ñåðåäèíó M îäíîé èç äèàãîíàëåé, ïîñëå ÷åãî ñàì ÷å-
òûð�åõóãîëüíèê ñòåðëè. Âîññòàíîâèòå åãî.

22. (10�11) Â îêðóæíîñòè Ω õîðäû A1A2, A3A4, A5A6 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ïóñòü Bi

� âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè Ω ñ îêðóæíîñòüþ, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå
OAi êàê íà äèàìåòðå. Äîêàæèòå, ÷òî õîðäû B1B2, B3B4, B5B6 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

23. (10�11) Äàí ýëëèïñ ñ ôîêóñîì F . Äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷å-
ðåç F , ïåðåñåêàþò ýëëèïñ â ÷åòûð�åõ òî÷êàõ. Êàñàòåëüíûå ê ýëëèïñó â ýòèõ òî÷-
êàõ îáðàçóþò îïèñàííûé âîêðóã ýëëèïñà ÷åòûð�åõóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ÷å-
òûð�åõóãîëüíèê âïèñàí â êîíèêó ñ ôîêóñîì F .

24. (11) Ïóñòü OABCDEF � øåñòèãðàííàÿ ïèðàìèäà ñ îñíîâàíèåì ABCDEF , îïèñàí-
íàÿ îêîëî ñôåðû ω. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ ω ñ ãðàíÿìè OFA,
OAB è ABCDEF , ïåðåñåêàåò ðåáðî OA â òî÷êå A1; àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè
B1, C1, D1, E1 è F1. Ïóñòü `,m è n � ïðÿìûå A1D1, B1E1 è C1F1 ñîîòâåòñòâåííî. Îêà-
çàëîñü, ÷òî ` è m ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, m è n òàêæå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî ` è n ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
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