
Äåâÿòíàäöàòàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè
èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Çàî÷íûé òóð. Ðåøåíèÿ

1. (À.Ìàðäàíîâ) (8) Ïóñòü L � ñåðåäèíà ìåíüøåé äóãè AC îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñò-
ðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Èç âåðøèíû B íà êàñàòåëüíóþ ê îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, ïðîâåä�åííóþ â òî÷êå L, îïóñòèëè ïåðïåíäèêóëÿð BP . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè
P , L è ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M , N è K � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è AC; H � îñíîâàíèå âû-
ñîòû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû B. Òîãäà H ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ BP è AC.
ßñíî, ÷òî MN ‖ AC ‖ PL, çíà÷èò, MPLN � òðàïåöèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî MHKN �
ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, ïîýòîìó ∠MHP = ∠NKL, MH = KN . Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî
PH = KL. Çíà÷èò, ðàâíû è òðåóãîëüíèêè MHP è NKL, òî åñòü MPLN � ðàâíî-
áîêàÿ òðàïåöèÿ (ðèñ.1), à òîãäà òî÷êè P , L è ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.
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2. (Í.Ìîñêâèòèí) (8) Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêàABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåE. Îêðóæ-
íîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå E ëåæèò âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà. Èç âåðøèí C, D, A ïðîâå-
äåíû êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè CF , DG, AH, ïðè÷åì CF ïåðåñåêàåò DG â òî÷êå I,
EI ïåðåñåêàåò AD â òî÷êå J , à ïðÿìûå AH è CF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Äîêàæèòå,
÷òî îòðåçîê LJ ïåðïåíäèêóëÿðåí AD.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïðÿìûå DG è AH ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíäèêóëÿðà ê AD, à ïðÿìûå AH è CF îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêó-
ëÿðà ê AC, òî ∠CID = 2∠EAD = ∠CED, ò.å. òî÷êè C, D, I, E ëåæàò íà îä-
íîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó ∠AEI = ∠CDI, à òàê êàê ∠AEL = ∠ADC = 90◦, òî
∠JEL = ∠IDA = ∠JAL. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, J , E, L ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè è ∠AJL = 90◦ (ðèñ.2).
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3. (Ä.Ìóõèí) (8) Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ áîêîâûõ ñòîðîí òðàïåöèè ABCD â òî÷êàõ B
è C, à å¼ öåíòð ëåæèò íà AD. Äîêàæèòå, ÷òî äèàìåòð îêðóæíîñòè ìåíüøå ñðåäíåé
ëèíèè òðàïåöèè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè; EF � å�å äèàìåòð, ëåæàùèé íà ïðÿìîé
AD; G, H � ïðîåêöèè B è C íà AD. Òàê êàê äóãè BE è CF ðàâíû, òî ∠ABG =
∠DCH, ò.å. AG = DH è òðàïåöèÿ ðàâíîáîêàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ñðåäíÿÿ ëèíèÿ
ðàâíà AH = EH+AE = EH+OA−OB. Íî èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ OAB è OBG
ïîëó÷àåì, ÷òî OA − OB > OB − OG = GE = HF , çíà÷èò AH > EH + HF = EF
(ðèñ.3).
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4. (Ô.Èâëåâ, À.Ìàðäàíîâ) (8) Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è BC ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè D è E òàê, ÷òî ∠BED = 3∠BDE. Òî÷êà D′ ñèì-
ìåòðè÷íà òî÷êå D îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ D′E ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå. Ïóñòü áèññåêòðèñû AL è CH ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå I. Òàê êàê ∠BLA =
∠BAL+∠ACL = 3∠BAL, òî DE ‖ AL. Êðîìå òîãî, AD′ ‖ BL. Ïðè ýòîì LE : AD′ =
LE : AD = BL : BA = IL : IA, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ ED′ ïðîõîäèò ÷åðåç I (ðèñ.4).
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5. (È.Êóõàð÷óê) (8) Äàí âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Íà ñòîðîíàõ AD è CD
âçÿòû òî÷êè E è F òàê, ÷òî AE = BC è AB = CF . Ïóñòü M � ñåðåäèíà EF .
Äîêàæèòå, ÷òî óãîë AMC ïðÿìîé.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Â ïÿòèóãîëüíèêå ABCFE ∠A+ ∠C = 180◦, çíà÷èò, ∠B + ∠E +
∠F = 360◦. Îòëîæèì îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè U îòðåçêè UX = AB = CF , UY =
BC = AE, UZ = ME = MF òàê, ÷òî ∠XUY = ∠B, ∠Y UZ = ∠E, ∠ZUX = ∠F .
Òîãäà òðåóãîëüíèêè UXY , UY Z, UZX è XY Z ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêàì
BAC, EMA, FMC è ACM , ñëåäîâàòåëüíî, ∠AMC = ∠AME+∠CMF = 90◦ (ðèñ.5).
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Âòîðîå ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì ABCU . Òî÷êè E, F ñèììåòðè÷íû
U îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ BAD, BCD ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ∠AUC +
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∠ADC = 180◦, ýòè áèññåêòðèñû ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê UEF
ïðÿìîóãîëüíûé, à áèññåêòðèñû ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå îïèñàííîé îêîëî íåãî îêðóæ-
íîñòè � òî÷êå M .

6. (Ä.Øâåöîâ) (8�9) Ïóñòü A1, B1, C1 � îñíîâàíèÿ âûñîò îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèêA1B1C1, êàñàåòñÿ ñòîðîíA1B1, A1C1, B1C1

â òî÷êàõ C2, B2, A2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA2, BB2, CC2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-
êå, ëåæàùåé íà ïðÿìîé Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ òðåóãîëüíèêà
A1B1C1, êîòîðûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà A2B2C2, ïîýòîìó òðå-
óãîëüíèêè ABC è A2B2C2 ãîìîòåòè÷íû (ðèñ.6). Öåíòð ãîìîòåòèè ëåæèò íà ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ, ò.å. ïðÿìîé Ýéëåðà
òðåóãîëüíèêà ABC.
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7. (Ä.Äåìèí, È.Êóõàð÷óê) (8�9) Íà îêðóæíîñòè ω çàôèêñèðîâàíà òî÷êà A. Õîðäû BC
îêðóæíîñòè ω âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó P . Äîêà-
æèòå, ÷òî îêðóæíîñòè 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ABC êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæ-
íîñòè, íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà BC.

Ðåøåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì ñåðåäèí õîðä BC ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ äèà-
ìåòðîì OP , ãäå O � öåíòð ω. Ïîýòîìó ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì öåíòðîâ òÿæåñòè
òðåóãîëüíèêîâ ABC áóäåò îáðàç ýòîé îêðóæíîñòè ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì A è
êîýôôèöèåíòîì 2/3. Ïðèìåíèâ ê ýòîé îêðóæíîñòè ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì O è êîýô-
ôèöèåíòîì 3/2, ïîëó÷èì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì öåíòðîâ îêðóæíîñòåé 9 òî÷åê
òîæå áóäåò íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü. À ïîñêîëüêó ðàäèóñû âñåõ îêðóæíîñòåé 9 òî÷åê
ðàâíû, òî îíè êàñàþòñÿ äâóõ ôèêñèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé.

8. (Ã.Ôèëèïïîâñêèé) (8�9) Â òðåóãîëüíèêå ABC (a > b > c) óêàçàíû èíöåíòð I, à òàêæå
òî÷êè K è N êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC è AC ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðîâåäÿ íå áîëåå òð�åõ ëèíèé îäíîé ëèíåéêîé, ïîñòðîéòå îòðåçîê äëèíû a− c.
Ðåøåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êà T ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîéKN è áèññåêòðèñû BI ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè A íà BI. Ïîýòîìó, åñëè AT ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå P , òî âûñîòà
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BT òðåóãîëüíèêà BPT ñîâïàäàåò ñ åãî áèññåêòðèñîé. Ñëåäîâàòåëüíî, BP = AB è
CP � èñêîìûé îòðåçîê (ðèñ.8).
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9. (Ñ.Ãóáàíîâ) (8�9) Ïðî òðåóãîëüíèê ABC èçâåñòíî, ÷òî òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ îðòî-
öåíòðó îòíîñèòåëüíî öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ëåæèò íà ñòîðîíå BC. Ïóñòü
A1 � îñíîâàíèå âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè A. Äîêàæèòå, ÷òî A1 ëåæèò íà îêðóæ-
íîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû òð�åõ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè äî ñòîðîíû BC ðàâíî ïîëî-
âèíå îòðåçêà AH, ãäå H � îðòîöåíòð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,
÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî ïîëîâèíå îòðåçêà HA1. Ñëåäîâàòåëüíî, H � ñåðåäèíà AA1.
Ïóñòü A0 � ñåðåäèíà BC. Òàê êàê ñåðåäèíû X, Y âûñîò BB1, CC1 ëåæàò íà ñðåä-
íèõ ëèíèÿõ òðåóãîëüíèêà, óãëû A0XH è A0Y H ïðÿìûå, ò.å. òî÷êè X è Y ëåæàò íà
îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì A0H. Î÷åâèäíî, ÷òî A1 òîæå ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè
(ðèñ.9).
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10. (Ã.Çàáàçíîâ) (8�9) Âûñîòû BE è CF îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå H. Ïåðïåíäèêóëÿð èç H ê ïðÿìîé EF ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ `, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó A è ïàðàëëåëüíóþ BC, â òî÷êå P . Áèññåêòðèñû óãëîâ, îáðàçîâàííûõ
ïðÿìûìè ` è HP , ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ S è T . Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è PST êàñàþòñÿ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü PH ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå M . Èç ðàâåíñòâ ∠MPT = ∠APT =
∠MTP ñëåäóåò, ÷òî MT = MP . Àíàëîãè÷íî MS = MP , ò.å. M �öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PST . Êðîìå òîãî, òàê êàê AO ⊥ EF , òî AO ‖ MP , ãäå
O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òàê êàê òî÷êà H ′, ñèììåò-
ðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî BC, ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè HMH ′ è AOH ′ ïîäîáíû, çíà÷èò,M ëåæèò íà îòðåçêå
OH ′, à ïðÿìûå OM è MP îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ BC. Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé OM ñ ` ëåæèò íà îáåèõ îêðóæíîñòÿõ ABC è PST , êîòîðûå â ýòîé òî÷êå
êàñàþòñÿ (ðèñ.10).
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11. (Ì.Êóðñêèé) (8�10) Ïóñòü H � îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC; E,
F � òàêèå òî÷êè íà ñòîðîíàõ AB, AC ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî AEHF � ïàðàëëåëî-
ãðàìì; X, Y � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé EF ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ω òðå-
óãîëüíèêà ABC; Z � òî÷êà ω, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ A. Äîêàæèòå, ÷òî
H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà XY Z.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∠BHE = ∠CHF = π/2, ñëåäîâàòåëüíî, òðå-
óãîëüíèêè BHE è CHF ïîäîáíû è AF : EB = EH : EB = HF : FC = AE : EC.
Ïîýòîìó AE · EB = AF · FC, ò.å. ñòåïåíè òî÷åê E è F îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé

6



îêðóæíîñòè ðàâíû è ñåðåäèíà D îòðåçêà AH ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñåðåäèíîé XY . Ïî-
ýòîìó ñðåäíÿÿ ëèíèÿ OD òðåóãîëüíèêà AHZ ïåðïåíäèêóëÿðíà XY . Çíà÷èò, ZH �
âûñîòà òðåóãîëüíèêà XY Z, à ïîñêîëüêó òî÷êà A, ñèììåòðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèíû XY , ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî H � îðòîöåíòð (ðèñ.11).
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12. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ òóïûì óãëîì B îòìå÷åíû òàêèå òî÷êè P è Q íà AC, ÷òî
AP = PB, BQ = QC. Îêðóæíîñòü BPQ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è BC â òî÷êàõ N
è M ñîîòâåòñòâåííî.

à) (Ï.Ðÿáîâ, 8�9) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà R ïåðåñå÷åíèÿ PM è NQ ðàâíîóäàëåíà îò A
è C.

á) (À.Çàñëàâñêèé, 10�11) Ïóñòü BR ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå S. Äîêàæèòå, ÷òî MN ⊥
OS, ãäå O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå. à) Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà
OP ⊥ AB è OQ ⊥ BC. Êðîìå òîãî, ∠NQA = ∠NBP = ∠A è àíàëîãè÷íî ∠MPC =
∠C. Ïîýòîìó ∠PRQ + ∠POQ = π è ÷åòûðåõóãîëüíèê OPRQ � âïèñàííûé. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ∠PRO = ∠PQO = π/2− ∠C, ò.å. äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäè-
êóëÿðíû è AR = AC (ðèñ.12).
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Ðèñ. 12.

á) Èç ï.à) ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè QRP è ABC îðòîëîãè÷íû ñ öåíòðîì O. Êðîìå
òîãî, îíè ïåðñïåêòèâíû ñ öåíòðîì S. Ïî òåîðåìå Ñîíäà ïðÿìàÿ OS ïåðïåíäèêóëÿðíà
îñè ïåðñïåêòèâû � ïðÿìîé MN .

13. (À.Ìàðäàíîâ) (8�11) Â òðàïåöèè ABCD îñíîâàíèå AD âäâîå áîëüøå îñíîâàíèÿ BC,
à óãîë C â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå óãëà A. Äèàãîíàëü AC äåëèò óãîë C íà äâà óãëà.
Îïðåäåëèòå, êàêîé èç íèõ áîëüøå?

Îòâåò. Óãîë ACD.

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå P , òàêæå ïå-
ðåñå÷¼ì ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê PD ñ AP â òî÷êå Q. Òîãäà ∠AQD = 2∠QPD =
∠QAD è AD = QD > CD (ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå êàòå-
òà). Çíà÷èò ∠ACD > ∠CAD = ∠BCA (ðèñ.13).
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A

B C

D

P

Q

Ðèñ. 13.

14. (À.Ñêîïåíêîâ) (8�11) Çàìêíóòàÿ, âîçìîæíî, ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ ñèììåò-
ðè÷íà îòíîñèòåëüíî íå ëåæàùåé íà íåé òî÷êè O. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî îáîðîòîâ
ëîìàíîé âîêðóã O íå÷�åòíî. (×èñëîì îáîðîòîâ âîêðóã O íàçûâàåòñÿ ñóììà îðèåí-

òèðîâàííûõ óãëîâ ∠A1OA2 + ∠A2OA3 + . . . + ∠An−1OAn + ∠AnOA1, äåë�åííàÿ íà

2π.)

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî çâåíüåâ ëîìàíîé ÷åòíî: n = 2k. Òàê êàê
òî÷êè A1 è Ak+1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíîO, òî ïðè äâèæåíèè îò A1 äî Ak+1 âåêòîð
OAi ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë mπ, ãäå m íå÷åòíî. Íà òàêîé æå óãîë îí ïîâîðà÷èâàåòñÿ
ïðè äâèæåíèè îò Ak+1 äî A1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî îáîðîòîâ ðàâíî 2πm.

15. (À.Ìàòâååâ) (9�10) Äàí âûïóêëûé ÷åòûð�åõóãîëüíèê ABCD. Òî÷êè X è Y ëåæàò íà
ïðîäîëæåíèÿõ çà òî÷êó D ñòîðîí CD è AD ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì DX = AB è
DY = BC. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè Z è T ëåæàò íà ïðîäîëæåíèÿõ çà òî÷êó B ñòîðîí CB
è AB, ïðè÷åì BZ = AD è BT = DC. Ïóñòü M1 � ñåðåäèíà XY , M2 � ñåðåäèíà ZT .
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DM1, BM2 è AC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü DM1 ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå P . Òîãäà sin∠ADP : sin∠CDP =
sin∠Y DM : sin∠XDM = XD : Y D = AB : BC. Ñëåäîâàòåëüíî, AP : CP =
(AB · AD) : (CB · CD). Òàêîå æå îòíîøåíèå ïîëó÷àåì äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ AC ñ
ïðÿìîé BD2.

16. (Ï.Êîæåâíèêîâ) (9�11) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AHA è BHB. Ïðÿ-
ìàÿ HAHB ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ P è Q.
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Òî÷êà A′ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A îòíîñèòåëüíî BC, òî÷êà B′ ñèììåòðè÷íà òî÷êå B
îòíîñèòåëüíî CA. Äîêàæèòå, ÷òî A′, B′, P , Q ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îðòîöåíòðó îòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà, ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî HAH ·HAA

′ = HAB ·HAC = HAP ·
HAQ, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P , Q, H, A′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íî P ,
Q, H, B′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ðèñ.16).

A B

C

H
P

Q A′

B′

Ðèñ. 16.

17. (Ë.Øàòóíîâ) (9�11) Îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 êàñàåòñÿ
èõ â òî÷êàõ T1, T2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïðîäîëæåíèè
îòðåçêà T1T2 çà òî÷êó T1, à B � òî÷êà íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà T1T2 çà òî÷êó T2
òàêàÿ, ÷òî AT1 =
= BT2. Îòëè÷íûå îò ïðÿìîé T1T2 êàñàòåëüíûå èç A ê ω1 è èç B ê ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå C. Äîêàæèòå, ÷òî íàãåëèàíû âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ABC èç âåðøèíû C ïðîõîäÿò
÷åðåç îäíó òî÷êó.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî âñå íàãåëèàíû ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð âíóòðåííåé ãîìîòåòèè
îêðóæíîñòåé. Äëÿ ýòîãî ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó: ïóñòü äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷-
êè T1, T2 íà ñòîðîíå AB ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî åå ñåðåäèíû, äâå îêðóæíîñòè,
âïèñàííûå â óãëû A è B, êàñàþòñÿ AB â òî÷êàõ T1, T2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà öåíòð
âíóòðåííåé ãîìîòåòèè îêðóæíîñòåé ëåæèò íà íàãåëèàíå CD.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷åê T1, T2 ïî AB öåíòðû îêðóæíîñòåé äâèæóòñÿ ïî
áèññåêòðèñàì óãëîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî, à îòíîøåíèå èõ ðàäèóñîâ îñòàåòñÿ ðàâ-
íûì ctg A

2
: ctg B

2
= AD : BD. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð ãîìîòåòèè äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç D. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó AC +AD = BC +BD, âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ACD ïðè ýòîì äâèæåíèè ñîîòâåòñòâóåò âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà BCD (ðèñ.17). Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð ãîìîòåòèè ýòèõ îêðóæíîñòåé ëå-
æèò íà CD. Çíà÷èò, ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé ïàðû îêðóæíîñòåé.
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A B

C

DT1 T2

Ðèñ. 17.

18. (À.Çàñëàâñêèé) (9�11) Âîññòàíîâèòå âïèñàííî-îïèñàííûé ÷åòûð�åõóãîëüíèê ABCD
ïî ñåðåäèíàì äóã AB, BC, CD åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîõîäèò ÷åðåç òðè äàííûå
òî÷êè, à õîðäû, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ äóã, ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ñåðåäèíó äóãè DA. Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè
â ñåðåäèíàõ äóã ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì ÷åòûðåõóãîëüíèêà, à ïîñêîëüêó îáà ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà îïèñàííûå, òî îíè ãîìîòåòè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàâ âîêðóã ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíûìè, îêðóæíîñòü è ïðèìåíèâ ãîìîòåòèþ,
ïåðåâîäÿùóþ ýòó îêðóæíîñòü â îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ìû âîñ-
ñòàíîâèì ÷åòûðåõóãîëüíèê.

19. (À.Çàñëàâñêèé) (10�11) Äàí âïèñàííûé ÷åòûð�åõóãîëüíèêABCD. Ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæ-
íîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè C è D, ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AC, BC â òî÷êàõ X, Y
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ÃÌÒ ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé CAY è CBX.

Îòâåò. Ïðÿìàÿ CE, ãäå AEBD � ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ èíâåðñèè ñ öåíòðîì C è ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-
íî áèññåêòðèñû óãëà BCA, ìåíÿþùóþ òî÷êè A è B ìåñòàìè. Îíà òàêæå ìåíÿåò
ìåñòàìè ïðÿìóþ AB è îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ò.å. D ïåðåéäåò â
íåêîòîðóþ òî÷êó D′ íà ïðÿìîé AB, à îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç C è D, � â
ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç D′ è ïåðåñåêàþùóþ AC, BC â òî÷êàõ Y ′, X ′ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îêðóæíîñòè CAY è CBX ïåðåéäóò â ïðÿìûå AX ′, BY ′, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
êîòîðûõ ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç C è ïåðåñåêàþùåé AB â òàêîé òî÷êå
E ′, ÷òî ÷åòâåðêà A, B, D′, E ′ ãàðìîíè÷åñêàÿ. Ïðè ïîâòîðíîì ïðèìåíåíèè èíâåðñèè
è ñèììåòðèè ýòà ïðÿìàÿ ïåðåéäåò â CE (ðèñ.19).
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Y

P

Ðèñ. 19.

20. (À.Øåâöîâ) (10�11) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM è íà íåé âûáðàíà
òî÷êà D. Êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BDC â
òî÷êàõ B è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî DD′ ïàðàëëåëüíî AK, ãäå
D′ � òî÷êà, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæ�åííàÿ òî÷êå D îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðè äâèæåíèè òî÷êè D ïî AM òî÷êà D′ äâèæåòñÿ ïî ñèìåäèàíå,
à K ïî ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿðó ê BC, ïðè÷åì D′ çàâèñèò îò D ïðîåêòèâíî, à K
êâàäðàòè÷íî (ýòî ïîëþñ ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîéBC îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòèBCD,
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ êîòîðîé êâàäðàòè÷íî çàâèñÿò îò D). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è äëÿ ïÿòè ïîëîæåíèé òî÷êè D. Åñëè D ñîâïàäàåò ñ A,
òî D′ � îñíîâàíèå ñèìåäèàíû, à K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ò.å. âñå òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè
D � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AM ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ, òî K òàêæå ëåæèò
íà ñèìåäèàíå, à D′ ÿâëÿåòñÿ åå áåñêîíå÷íîé òî÷êîé. Åñëè D ñîâïàäàåò ñ M , òî K
òàêæå ñîâïàäàåò ñ M , à D′ ñ A. Åñëè ABDC � ïàðàëëåëîãðàìì, òî D′ � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êàõ B è C, à K ñèììåòðè÷íà
D′ îòíîñèòåëüíîM . Íàêîíåö, åñëè D � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà, òî K ñîâïàäàåò
ñ M . Âî âñåõ ñëó÷àÿõ óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî.

Âòîðîå ðåøåíèå

(Í.Áåëóõîâ, https://artofproblemsolving.com/community/c6h3025566p27515578)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ îêðóæíîñòü BDC, è ïóñòü AB è AC ïîâòîðíî ïåðåñåêàþò Γ â
òî÷êàõ B′ è C ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü M ′ � ñåðåäèíà B′C ′, à êàñàòåëüíûå ê Γ â
òî÷êàõ B′ è C ′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K ′.

Çàìåòèì, ÷òî A,K èK ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïîëÿðå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ BC∩B′C ′
îòíîñèòåëüíî Γ). Ïîýòîìó íàäî äîêàçàòü, ÷òî DD′ ‖ KK ′. Ïîêàæåì, ÷òî DD′ è KK ′
àíòèïàðàëëåëüíû MM ′ îòíîñèòåëüíî óãëà BAC.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ýòî äëÿ DD′. Ïóñòü AD ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò Γ â òî÷êå E. Òîãäà
ABD′ ∼ AEC, ò.å. AD′ · AE = AB · AC. Ñëåäîâàòåëüíî, AD : AD′ = (AD · AE) :
(AD′ · AE) = (AB · AB′) : (AB · AC) = AB′ : AC.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ABCM ∼ AC ′B′M ′, à çíà÷èò, AM : AM ′ = AC : AB′ = AD′ : AD.
Êðîìå òîãî, A, D è M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è èç òîãî æå ïîäîáèÿ ∠BAM =
∠C ′AM ′, ò.å. A, D′ è M ′ òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó D, D′, M è M ′

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, îòêóäà ïîëó÷àåì èñêîìóþ àíòèïàðàëëåëüíîñòü.

Ïåðåéäåì ê ïðÿìîé KK ′. Ïóñòü O è R � öåíòð è ðàäèóñ Γ. Òîãäà O, M è K ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé, òàêæå êàê O, M ′ è K ′, ïðè ýòîì OM · OK = R2 = OM ′ · OK ′.
Ñëåäîâàòåëüíî, K, K ′, M è M ′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, îòêóäà ïîëó÷àåì è
âòîðóþ èñêîìóþ àíòèïàðàëëåëüíîñòü.

21. (È.Ìèõàéëîâ) (10�11) Äàí âïèñàííûé ÷åòûð�åõóãîëüíèê ABCD. ÏóñòüMac � ñåðåäè-
íà äèàãîíàëè AC; Hd, Hb � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABC, ADC ñîîòâåòñòâåííî;
Pd, Pb � ïðîåêöèè Hd è Hb íà BMac è DMac ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì
Pa, Pc äëÿ äèàãîíàëè BD. Äîêàæèòå, ÷òî Pa, Pb, Pc, Pd ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè A, C, Pd, Hd ëåæàò íà îêðóæíîñòè, ñèììåòðè÷íîé
îêðóæíîñòè ABC îòíîñèòåëüíîMac. ÏîýòîìóMA·MC = MPd·MB′ = MPd·MB, ãäå
B′ � âåðøèíà ïàðàëëåëîãðàììà ABCB′. Àíàëîãè÷íîMA ·MC = MD ·MPb, çíà÷èò,
B, D, Pb, Pd ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó òî÷êè A, C, Pb, Pd

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïðÿìûå BD, AC è PbPd ïåðåñåêàþòñÿ â ðàäèêàëüíîì
öåíòðå L (ðèñ.21). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî PaPc ïðîõîäèò ÷åðåç L, ïðè÷åì LPa ·
LPc = LA · LC = LB · LD = LPb · LPd, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

A

B

C

D

M L

Pd

Pb

Ðèñ. 21.

22. (A.Mudgal, P.Srivastava) (10�11) Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M �
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ñåðåäèíà BC, P � áëèæàéøàÿ ê A òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à AM è âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà, Q � äàëüíÿÿ îò A òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à AM è âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Êàñàòåëüíàÿ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êå P ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå
X, à êàñàòåëüíàÿ ê âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êå Q ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå Y .
Äîêàæèòå, ÷òî MX = MY .

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì A, ïåðåâîäÿùóþ âíåâïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü â âïèñàííóþ. Ïóñòü B′, C ′, M ′, Q′, Y ′ � îáðàçû òî÷åê B, C, M , Q, Y ñî-
îòâåòñòâåííî. Òîãäà BB′C ′C � òðàïåöèÿ, îïèñàííàÿ îêîëî âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà, îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC, B′C ′, BB′,
CC ′ ÷åðåç K, L, U , V ñîîòâåòñòâåííî. Ïî òåîðåìå Áðèàíøîíà òî÷êà J ïåðåñå÷åíèÿ
îòðåçêîâ KL è UV ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ëåæèò íà AM (ðèñ.22). Ïðè ýòîì JK : JL = BC : B′C ′. ×åòûðåõóãîëüíèê,
îáðàçîâàííûé ïðÿìûìè PX, BC, Q′Y ′ è B′C ′, îïèñàí âîêðóã òîé æå îêðóæíîñòè,
çíà÷èò åãî äèàãîíàëü XY ′ òîæå ïðîõîäèò ÷åðåç J è XM : Y ′M ′ = JK : JL. Ñäåëàâ
îáðàòíóþ ãîìîòåòèþ, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî.

A

BC
M

L

V

U

C ′ B′M ′

P

Q′

J

K

Ðèñ. 22.

23. (À.Ìàðäàíîâ) (10�11) Ýëëèïñ Γ1 c ôîêóñàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí AB è AC òðåóãîëü-
íèêà ABC ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó A, à ýëëèïñ Γ2 c ôîêóñàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí AC
è BC ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó C. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ýëëèïñîâ
è îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü B0 � ñåðåäèíà AC. Äèðåêòðèñû d1, d2 ýëëèïñîâ Γ1, Γ2, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ôîêóñó B0, ïàðàëëåëüíû åãî âûñîòàì AH, CH. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèÿ îò
H äî d1 è d2 ðàâíû ðàññòîÿíèÿì äî ýòèõ ïðÿìûõ îò òî÷åê A è C ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó AB0 = CB0, îòíîøåíèå ýòèõ ðàññòîÿíèé îáðàòíî îòíîøåíèþ ýêñöåíòðè-
ñèòåòîâ ýëëèïñîâ. Òàê êàê äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîâ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé
äî äèðåêòðèñ òàêîå æå, òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

24. (Tran Quang Hung) (11) Äàí òåòðàýäð ABCD. Ïðÿìàÿ ` ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòè ABC,
BCD, CDA, DAB â òî÷êàõ D0, A0, B0, C0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ
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òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé ` è â ïëîñêîñòÿõ ãðàíåé òåòðàýäðà, à A1, B1, C1, D1 �
âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ PA0, PB0, PC0, PD0 ñî ñôåðàìè PBCD, PCDA,
PDAB, PABC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî P , A1, B1, C1, D1 ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü S � îïèñàííàÿ ñôåðà òåòðàýäðà ABCD, à ω îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà PA1B1. Òîãäà ïëîñêîñòü BCD � ðàäèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü S è îïèñàííîé
ñôåðû òåòðàýäðà PBCD. Òàê êàê A0 ëåæèò â ïëîñêîñòè BCD, òî ñòåïåíü òî÷êè A0

îòíîñèòåëüíî S ðàâíà åå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ñôåðû PBCD, ò.å. A0P ·A0A1. Ýòîìó
ïðîèçâåäåíèþ ðàâíà òàêæå ñòåïåíü A0 îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà
PA1B1 îêðóæíîñòè ω. Òàêèì îáðàçîì, A0 ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè ñôåðû S è
îêðóæíîñòè ω. Àíàëîãè÷íî B0 ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè S è ω. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
ðàäèêàëüíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé `.

Òàê êàê òî÷êà C0 ëåæèò â ïëîñêîñòè DAB, ÿâëÿþùåéñÿ ðàäèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ
S è îïèñàííîé ñôåðû òåòðàýäðà PDAB, ñòåïåíè C0 îòíîñèòåëüíî ýòèõ ñôåð ðàâíû.
Çíà÷èò, ïðÿìàÿ PC0 � ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòè ω è ñôåðû PDAB, íî PC0 ïåðå-
ñåêàåò ýòó ñôåðó â òî÷êå C1, ñëåäîâàòåëüíî, C1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω. Àíàëîãè÷íî
D1 ëåæèò íà ω. Òàêèì îáðàçîì, P , A1, B1, C1, D1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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