
Инверсия + симметрия
Ивлев Федор

1. Окружность 𝛾 вписана в угол 𝐴𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 и касается его описанной окружности
внутренним образом в точке 𝑃 . Обозначим ее точки касания со сторонами 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 через 𝑋 и 𝑌 ;
𝐼 — центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Пусть также вневписанная в угол 𝐵 окружность
треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается стороны 𝐴𝐶 в точке 𝑄. a) Докажите, что ∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝐶𝐵𝑄. b) Докажите,
что 𝐼 лежит на прямой 𝑋𝑌 .

2. Пусть Γ — описанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶. Окружность с центром в точке 𝑂 касается
отрезка 𝐵𝐶 в точке 𝑃 , и дуги 𝐵𝐶 Γ, не содержащей точки 𝐴 в точке 𝑄. Докажите, что, если ∠𝐵𝐴𝑂 =
∠𝐶𝐴𝑂, то ∠𝑃𝐴𝑂 = ∠𝑄𝐴𝑂.
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3. Углы 𝐴𝑂𝐵 и 𝐶𝑂𝐷 совмещаются поворотом так, что луч 𝑂𝐴 совмещается с лучом 𝑂𝐶, а луч 𝑂𝐵 —

с 𝑂𝐷. В них вписаны окружности, пересекающиеся в точках 𝐸 и 𝐹 . Докажите, что углы 𝐴𝑂𝐸 и 𝐷𝑂𝐹
равны.

тургор 2004 осенний сложный вариант номер 7 (П.Кожевников, И.Богданов)
4. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐵𝐷 (точка 𝐷 лежит на отрезке 𝐴𝐶). Прямая 𝐵𝐷

пересекает окружность 𝜔, описанную около треугольника 𝐴𝐵𝐶, в точках 𝐵 и 𝐸. Окружность 𝜔, постро-
енная на отрезке 𝐷𝐸 как на диаметре, пересекает окружность 𝜔 в точках 𝐸 и 𝐹 . Докажите, что прямая,
симметричная прямой 𝐵𝐹 относительно прямой 𝐵𝐷, содержит медиану треугольника 𝐴𝐵𝐶.

ВМО 2009.9-10.2 (Л.Емельняов)
5. Боковые стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 являются хордами касающихся окружностей 𝜔1 и

𝜔2 соответственно. Градусные меры касающихся дуг 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 равны соответственно 𝛼 и 𝛽. Пусть 𝜔3 и
𝜔4 — также окружности с хордами 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 соответственно, но градусные меры аналогичных дуг 𝐴𝐵
и 𝐶𝐷 равны соответственно 𝛽 и 𝛼. Докажите, что 𝜔3 и 𝜔4 тоже касаются.

тургор 2012 весенний сложный тур 10-11.5 (Ф.Ивлев)
6. В углы 𝐵 и 𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 вписаны непересекающиеся окружности 𝜔 и 𝛾 с центрами 𝑃 и

𝑄. Оказалось, что ∠𝐵𝐴𝑄 = ∠𝐶𝐴𝑃 . Докажите, что окружность, касающаяся 𝛾 и 𝜔 внешним образом и
проходящая через 𝐴, касается и описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

личная олимпиада на Кубке Колмогорова 2012 старших (Ивлев Ф.)
7. В окружность Ω вписан остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 > 𝐵𝐶. Пусть 𝑃 и 𝑄 —

середины меньшей и большей дуг 𝐴𝐶 окружности Ω, соответственно. Пусть 𝑀 — основание перпендику-
ляра, опущенного из точки 𝑄 на отрезок 𝐴𝐵. Докажите, что окружность, описанная около треугольника
𝐵𝑀𝐶, делит пополам отрезок 𝐵𝑃 .

региональный этап ВМО 2013.4.11.4 (Ф.Ивлев)
8. Обозначим середины стороны 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 через 𝐶0, 𝐴0 и 𝐵0 соответственно,

а центр описанной окружности через 𝑂. Окружности, описанные около треугольников 𝐴𝑂𝐵 и 𝐴0𝐵0𝐶0

пересекаются в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что ∠𝐴𝐵𝑄 = ∠𝐶𝐵𝑃 .
сербская национальная олимпиада 2013.3
9. Пусть 𝑀 и 𝑁 — соответственно середины большой и маленькой дуги 𝐵𝐶 описанной окружно-

сти остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶. Из вершины 𝐵 проведена высота 𝐵𝐻. Точка 𝐾 на прямой 𝐴𝑁
выбрана таким образом, что ∠𝐾𝐻𝑀 = 90∘. Докажите, что 𝐵𝑁 = 𝐵𝐾.

10. Дан неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶. Пусть 𝑁 — середина дуги 𝐵𝐴𝐶 его описанной окруж-
ности, а 𝑀 — середина стороны 𝐵𝐶. Обозначим через 𝐼1 и 𝐼2 центры вписанных окружностей треуголь-
ников 𝐴𝐵𝑀 и 𝐴𝐶𝑀 соответственно. Докажите, что точки 𝐼1, 𝐼2, 𝐴, 𝑁 лежат на одной окружности.

ВМО 2011.5.11.8 (М.Кунгожин)
11. В описанной окружности 𝜔 треугольника 𝐴𝐵𝐶 проведена хорда 𝑋𝑌 параллельная 𝐵𝐶 и рас-

полагающаяся между точкой 𝐴 и прямой 𝐵𝐶. Окружности 𝛾1 и 𝛾2 касаются этой хорды, окружности
𝜔 и сторон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 соответственно, причем расположены между прямыми 𝐵𝐶 и 𝑋𝑌 . Докажите, что
общие а) внешние (b) внутренние) касательные к эти окружностям пересекаются в точке, лежащей на
a) внешней (b) внутренней) биссектрисе угла 𝐴.
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