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ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ, ÎÁÞÁÔÏÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ. ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ
ÔÅËÓÔÕ ×ÙÎÅÓÅÎÙ × ËÏÎÅÃ | × ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ. ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ ×
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ.

§5. îÉÞÔÏ ÎÅ ÎÏ×Ï ÐÏÄ ÌÕÎÏÊ

5.1. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ É çÁ×ÒÉÌÀËÁ
úÁÂÏÔÙ Á×ÔÏÒÏ× (ÓÏÚÉÄÁÔÅÌÅÊ)1 ÞÅÇÏ-ÌÉÂÏ Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÁÈ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÐÏÒÏÀ, ÍÑÇ-

ËÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁÂÁ×ÎÏ2 É ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÎÑÔÎÙ ÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ É ÄÁÌÅËÏÍÕ ÏÔ ÜÔÉÈ ÄÅÌ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÀ3.
ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÍ, Á×ÔÏÒÁÍ, ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔÞÅÇÏ-ÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ. îÕ, É Ñ, ÓÏ Ó×ÏÉÍ, ÈÏÔØ

É ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍ, ÎÏ ×Ó£ ÖÅ, ËÁË ÎÉ ËÒÕÔÉ, ÏÔËÒÙÔÉÅÍ, ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÌ | É ÐÏÐÙÔÁÌÓÑ
ÎÁ×ÅÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÐÒÁ×ËÉ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÓÁÍÙÅ ÐÏÎÁÞÁÌÕ ÒÁÄÕÖÎÙÅ É ÏÐÔÉ-
ÍÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÍÎÏÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ ÎÉ × ËÁËÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ
ÍÎÅ ËÎÉÖËÁÈ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÎÅ ÂÕÄÕ �ÏÇÌÁÛÁÔØ ×ÅÓØ ÓÐÉÓÏË� | ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÕ,
ÞÔÏ ÓÏÂÒÁÌ, ÚÁ ÐÁÒÕ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÛÉÒÎÕÀ É ÎÅÐÌÏÈÕÀ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÂÌÉÏ-
ÔÅËÕ). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÏ×ÉÚÎÕ ×ÓÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌÉ ÔÁËÉÅ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÜËÓÐÅÒÔÙ, ËÁË
á. ÷. áËÏÐÑÎ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ, å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ, ä. ð. íÁ×ÌÏ É ä. ÷. ðÒÏËÏÐÅÎËÏ.

âÙÌÏ ÅÝ£ �É × ÔÒÅÔØÉÈ� | ÎÅËÏÅ �ËÏÓ×ÅÎÎÏÅ� Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï4 × ÐÏÌØÚÕ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÂ-
ÎÁÒÕÖÅÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÀÓØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉÛÁÔØ ÞÉ-
ÔÁÔÅÌÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, × ÎÁÛÅÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ×ÒÏÄÅ ÂÙ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ.

ïÓÅÎØÀ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÇÏÄÁ ä. ð. íÁ×ÌÏ ÐÏ×ÅÄÁÌ ÍÎÅ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Ó íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ íÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ-2008, ÐÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÊ × íÁÄÒÉÄÅ. ÷ÏÔ Å£ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ:

ðÕÓÔØ î | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ5 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ �á Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
× ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÷ó É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ î, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ ÷ó × ÔÏÞËÁÈ á1; á2. ôÏÞËÉ
÷1; ÷2; ó1; ó2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ á1; á2; ÷1, ÷2; ó1; ó2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. (áÎÄÒÅÊ çÁ×ÒÉÌÀË, òÏÓÓÉÑ).

éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÜÔÁ, ÞÔÏ ÇÒÅÈÁ ÔÁÉÔØ, ÐÒÉÛÌÁÓØ ÍÎÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ-ÔÏ ÐÏ ÄÕÛÅ | ×ÅÄØ ÉÚ ÎÅ£ ËÁË ÂÕÄÔÏ
ÂÙ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ, ÞÔÏ ÓÏÔ×ÏÒÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ6 | ÓÏÂÙÔÉÅ ÎÅ ÔÁËÏÅ ÕÖ É ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ,
×ÐÏÌÎÅ ÓÅÂÅ ÚÁÕÒÑÄÎÏÅ. ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÁÑ, ÞÔÏ ÌÉ, ÒÅ×ÎÏÓÔØ ×ÚÙÇÒÁÌÁ7, ÅÓÌÉ ÎÅ ÈÕÖÅ | ÇÏÒÄÙÎÑ.

ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÎÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÌÏ ÓÒÁÚÕ ×ÏÚÎÉËÛÅÅ ÏÝÕÝÅÎÉÅ ÄÅÖÁ×À | ÇÄÅ-ÔÏ ÍÎÅ ÕÖÅ ÞÔÏ-ÔÏ ÐÏ-
ÄÏÂÎÏÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ!

óÐÕÓÔÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÕÄÁÌÏÓØ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ: × ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÎÏÊ ËÎÉÖËÅ èÏÎÓÂÅÒÇÅÒÁ
[8]. ÷ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Å£ ÇÌÁ× ËÁË ÒÁÚ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ, ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ
ËÏÔÏÒÙÈ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÁÑ� ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ8.

ôÅÏÒÅÍÁ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ ÏÂ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ.
ðÕÓÔØ P; Pl | ÐÁÒÁ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁá÷ó, É PaPbPc,

PlaPlbPlc | ÐÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ9, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÉ ò (Ô. Å. × ÔÏÞËÁÈ Pa; Pb; Pc) É ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ Pl É ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÷ó;óá;á÷ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: A1; A2; B1; B2; C1; C2. ôÏÇÄÁ ×Ó£ ÜÔÉ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ P . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÒÏÌÑÍÉ ÔÏÞËÉ P ↔ Pl | ÐÏÌÕÞÉÍ ÛÅÓÔØ ÔÏ-
ÞÅË A1l; A2l; B1l; B2l; C1l; C2l, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ Pl. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÅ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, Ô. Å. ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓ10, ÒÉÓ. 1.
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òÉÓ. 1

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ ï É î ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ (ÓÍ. [1],[2] [3] { ÚÁÄÁÞÁ 2.1), ÔÏ, ËÁË ×É-
ÄÉÍ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ çÁ×ÒÉÌÀËÁ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÏÄÎÁ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ ÄÌÑ ÜÔÏÊ
ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË (×ÅÄØ ÐÅÄÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÃÅÎÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ï × ÔÏÞÎÏÓÔÉ É ÅÓÔØ
ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á0÷0ó0 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó), ÒÉÓ. 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ ÐÏÄËÕÐÁÅÔ Ó×ÏÊ ÎÅÖÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÏÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÙ
ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÚÄÅÓØ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ.

ðÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÐÁÒÁ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.
ìÅÍÍÁ 1 (ÏÂ ÏÂÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÐÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ

ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÓÍ.[3], ÚÁÄÁÞÁ 5.125 Á)), ÒÉÓ. 3.
ðÕÓÔØ P; Pl | ÐÁÒÁ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, É

PaPbPc, PlaPlbPlc | ÐÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ
Pa; Pb; Pc; Pla ; Plb ; Plc ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ O′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ
PPl.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ò ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖ-
ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÐÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÁÒÙ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ ò . äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ Pl ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ, ÐÒÉÞÅÍ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ
ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ ò ([2], [3] | ÚÁÄÁÞÉ 5.113, 5.115). íÏÖÎÏ ÄÁÌÅÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅ-
ÎÉÉ ÔÏÞËÉ P ′ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÐÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
P ′, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ �×ÙÒÏÄÉÔØÓÑ� × ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ ò , ÒÉÓ. 4.
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òÉÓ. 4

ìÅÍÍÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÉÎÙ ÍÅÄÉÁÎÙ). íÅÄÉÁÎÁ AA1, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ) Ë ÓÔÏÒÏÎÅ ÷ó
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ 4m2

a = 2b2+2c2−a2 (ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ä×ÁÖÄÙ: Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ AA1B É AA1C, Á
ÚÁÔÅÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÓËÌÀÞÉÔØ cos ∠AA1B = − cos ∠AA1C).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ.

òÉÓ. 5

ðÕÓÔØ d = PPl | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ÒÉÓ. 5, Á � =



14 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

O′Pa | ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÐÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ
1).

ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, PaPl = PaA1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÕ PPaA1, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: PA2

1 = PP 2
a +PaA2

1 = PP 2
a +PaP 2

l . ïÄÎÁËÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÉÎÙ ÍÅÄÉÁÎÙ
(ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ PaPPl É ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎÙ PaO′), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �2 = PaO′2 = (2PP 2

a + 2PaP 2
l −

PP 2
l )=4 ⇒ 2�2 = PP 2

a + PaP 2
l − 1

2PP 2
l ⇒ 2� = PA2

1 − d2
2 ⇒ PA1 =

√
2�2 + 1

2d2 = const. ðÏÎÑÔÎÏ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÞËÉ A1 ÓÔÏÑÌÁ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË A2; B1; B2; C1; C2 | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙ ÎÅ ÉÚÍÅ-
ÎÉÌÓÑ, ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÂÙ ÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÔÏÞËÉ ò ÎÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË A1; A2; B1; B2; C1; C2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ ò É ÒÁÄÉÕ-
ÓÁ R′ =

√
2�2 + 1

2d2. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÔÏÞËÉ A1l; A2l; B1l; B2l; C1l; C2l
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ Pl É ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ.

5.2. ÷ ÐÏÉÓËÁÈ ÕÔÒÁÞÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
éÔÁË, ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÁÑ ÍÎÏÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÓÕÄÑ ÐÏ ×ÓÅÍÕ, ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÏÊ. îÏ

ÛÉÂËÏ ×ÅÓÅÌÉÔØÓÑ É ×ÐÁÄÁÔØ × ÒÁÚÎÕÀ ÐÒÏÞÕÀ ÜÊÆÏÒÉÀ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ ÍÅÛÁÌÉ Ä×Á ÏÂÓÔÏÑ-
ÔÅÌØÓÔ×Á.

÷Ï | ÐÅÒ×ÙÈ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÐÏËÁ ÞÔÏ11 ÚÁËÌÀÞÁÌÏÓØ
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ × ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, �ÓÐÁÓÉÂÏ, ÞÔÏ ÔÙ ÅÓÔØ�, ËÁË ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ | ÎÏ
×Ó£ ÖÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÐÁÓÔØ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÙ ÂÕÄÕÝÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× É ÚÁÄÁÞÎÉËÏ× ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,
ÏÄÎÏÇÏ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË ÜÔÏ ÎÉ ÐÒÉÓËÏÒÂÎÏ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ (ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ×Ó£ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ �×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ�), Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ ÌÀÂÉÔÅÌÑ
É ÃÅÎÉÔÅÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÇÏÄÉÌÏÓØ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ,
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÐÒÉÒÏÄÅ | Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÉËÁË ÎÅ ×ÓËÒÙ×ÁÀÝÅÇÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÔÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ.

ïËÏÌÏ ÍÅÓÑÃÁ ÕÛÌÏ ÎÁ ÐÏÐÙÔËÉ, × ÏÂÝÅÍ-ÔÏ, ÂÅÓÐÌÏÄÎÙÅ | ÐÏÓÔÉÞØ ÜÔÕ ÓÁÍÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ
ÚÁÄÁÞÉ.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ, | ÒÁÚÂÁ×ÉÔØ ÓÐÌÏÛÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÁÂÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓ-
Ô×ÏÒÏÍ. ïÐÉÛÕ ×ËÒÁÔÃÅ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ.
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÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ × §2 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÔÏÞÅË: Cb; Ab; Bc; Ac; Bc; Ac; Ba, Ca É
Ba; Ca; Cb; Ab, ÒÉÓ. 6. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË Cb; Ab; Bc; Ac; Ba; Ca ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ × ÔÏÍ, É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ
ÞÅÔ×ÅÒËÁÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.
ëÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÉÚ ÔÒÅÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ) ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÈÏÒÄÕ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ-

ÎÕÀ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ôÏ ÅÓÔØ,



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 15

ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ (ÓÍ. [3], ÚÁÄÁÞÉ 3.58,
3.59) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÏÓÉ ÔÒÅÈ ÐÏÐÁÒÎÏ
ÎÅËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÃÅÎÔÒÙ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ | Ô. Å. ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÎÏ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ) |
Ô.Î. ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÍ ÃÅÎÔÒÅ ÔÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÓÍ. [3], ÚÁÄÁÞÁ 3.60). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑ-
ÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÚÁ×ÅÄÏÍÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ |
ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÐÁÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÎÁ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ.
á ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ (ÃÅÌÙÈ Ä×Å), ÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÏÓÔÏ-
ÎÁÐÒÏÓÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. úÎÁÞÉÔ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ×ÓÅ ÔÒÉ, É ÔÏÞËÉ Cb; Ab; Bc; Ac,Ba; Ca | ËÏÃÉËÌÉÞÎÙ.
÷ÏÔ É ×ÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÚÄÅÓØ �ÎÁÒÙÔØ�.

á ÄÁÌÅÅ, × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÐÉÓÁÎÎÏÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÏÊ X194 (ÔÁË ËÁË ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ É ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÒÏÊÄÕÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ). é
ÏÂÒÁÔÎÏ, ËÁË-ÔÏ ÅÝ£ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅÔÕ.

íÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÞÅÔÏÍ �ÐÒÏÂÉÔØ� ×Ó£ ÜÔÏ, ÏÐÑÔØ ÖÅ, ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÉ ÍÁÌÅÊÛÉÈ ÚÁÔÒÕÄÎÅ-
ÎÉÊ | ÐÒÉÞ£Í ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÕÖÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ �ÔÁÊÎÙÈ� ÚÎÁÎÉÊ, ÄÏÓÔÕÐÎÙÈ
ÔÏÌØËÏ ÕÚËÏÍÕ ËÒÕÇÕ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÌÉÃ: ×ÒÏÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ËÏÎÉËÉ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÂÁÒÉÃÅÎ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÌÀÂÏÊ ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ
ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÈÏÒÄ É Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÓÅËÕÝÅÊ12 (× ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÒÉ-
×ÏÄÑÝÉÅ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÓÍ. [3], ÚÁÄÁÞÉ 3.54{3.56)
ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÒÉÚÎÁË ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ ÐÏ ÕÇÌÕ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, Á ÚÁÔÅÍ | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ
×ÐÉÓÁÎÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ: ÐÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÕÇÌÏ×, ÏÐÉÒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÏÔÒÅÚÏË É Ó ×ÅÒÛÉ-
ÎÁÍÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÏÄÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÏ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ
ÄÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÐÁÄÁÀÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ) | ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÚÁ �×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ� ËÏÎÉËÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ:





AAc ·ABc = AAb ·ACb
CCb · CAb = CCa · CBa
BBa ·BCa = BBc ·BAc

æÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞ-
ËÉ Cb; Ab; Bc; Ac,Ba; Ca ÄÅÌÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÞÅÒÅÚ
ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ò (É ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÈÌÏÐÏÔ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÕÀ ÎÁÍ ÐÏ §3 (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.4) ÃÅÐÏÞËÕ
ÒÁ×ÅÎÓÔ× :

(p+ r) (p+ q)
a2 = (q + p) (q + r)

b2 = (p+ r) (q + r)
c2

(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!) .
÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ×, ÏÔÞÁÑ×ÛÉÓØ ×ÙÑ×ÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÔØ (ÞÉÔÁÊ �ÄÕÛÕ�!)13 ÏÂßÅËÔÁ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÉÌÁÍÉ, Ñ ÒÅÛÉÌÓÑ �×ÏÚÚ×ÁÔØ Ë ÎÁÒÏÄÕ� , Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÚÁ ÐÏÍÏÝØÀ Ë ÚÎÁÔÏËÁÍ. é
�. . . ÐÒÏÉÚÏÛÌÉ ÔÏÇÄÁ ÉÚÕÍÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÓÛÅÓÔ×ÉÑ. á ËÁËÉÅ | ÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÐÕÎËÔÙ. . . � 14.

5.3. ÷ÏÔ ÜÔÏ ÓÀÒÐÒÉÚ!
óÐÅÒ×Á (ÐÏ ÓÏ×ÅÔÕ á. ÷. áËÏÐÑÎÁ) �ÚÁÐÏÓÔÉÌÓÑ� Ñ ÎÁ ÓÁÊÔÅ Art of Problem Solving (ÓÍ. [11]15,

Geometry Unsolved Problems, ÐÏÓÌÁÎÉÅ ÏÔ 08.11.2011), ÏÐÉÓÁ× ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ×ÅÄÕÝÕÀ Ë ÎÏ×ÏÊ (�as
I hope�) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÏÓÅÔÏ×Á× ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÔÙÓËÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ïÔ×ÅÔÁ ÎÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ | ÈÏÔÑ ÓÁÍÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ É ÂÙÌÏ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÎÏ ÐÏÓÅÔÉÔÅÌÑÍÉ ÓÁÊÔÁ ÂÏÌÅÅ
150-ÔÉ ÒÁÚ16.

ôÏÇÄÁ ×ÅÓÔÏÞËÁ ÒÏ×ÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÂÙÌÁ ÏÔÏÓÌÁÎÁ çÉÁÃÉÎÔÁÍ17 (ÓÍ. [10] | message
# 20303).



16 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

ôÕÔ-ÔÏ É ÓÔÒÑÓÌÏÓØ ÓÔÒÁÛÎÏÅ: ðÏÌØ à (Paul Yiu), ÇÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅË-
ÔÒÏÎÎÏÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ Forum Geometricorum (ÓÍ. [12]), ÌÀÂÅÚÎÏ ÓÏÏÂÝÉÌ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ
ÕÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ × ÍÏÅÍ ÐÉÓØÍÅ, ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ ÅÝ£ × 2002 ÇÏÄÕ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ âÅÒÎÁÒÄÏÍ
öÉÂÅÒÏÍ (Bernard Gibert) | ÓÍ. [10] | messages #20310, #5710.

þÕÔØ ÐÏÚÖÅ ÏÔËÌÉËÎÕÌÓÑ É ÓÁÍ öÉÂÅÒ, ÕËÁÚÁ× ÅÝ£, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔ (ÓÍ. [10] | message #20311, [14])18.

ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇÉ (ÄÌÑ ÍÅÎÑ | ÂÅÚÒÁÄÏÓÔÎÙÅ), öÁÎ-ðØÅÒ üÒÍÁÎÎ, ÎÅ ÂÅÚ ÀÍÏÒÁ19, ÚÁÍÅÔÉÌ:
�Dear Paul, Bernard, Alexei and other Hyacinthists, a good advice: before posting a message, we

must read carefully the complete works of Bernard. Friendly. Jean-Pierre�
([10] | message #20312)
á ðÏÌØ à ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÔÏÞËÕ (×ÂÉÌ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ Ç×ÏÚÄÉË):
�Sound advice from Pope20.� ([10] | message #20313).
äÁ, ÔÏ ÂÙÌ ÕÄÁÒ ÓÏËÒÕÛÉÔÅÌØÎÙÊ É ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÂÏÌÅÚÎÅÎÎÙÊ21! ëÁËÉÅ-ÔÏ, ÓÔÙÄÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,

\ÐÁÔÒÉÏÔÉÞÅÓËÉÅ" ÓÔÒÏÞËÉ ÚÁÍÅÌØËÁÌÉ ÄÁÖÅ ÔÏÇÄÁ × ÇÏÌÏ×Å:
| óËÁÖÉ-ËÁ, ÄÑÄÑ, ×ÅÄØ ÎÅ ÄÁÒÏÍ
íÏÓË×Á, ÓÐÁÌÅÎÎÁÑ ÐÏÖÁÒÏÍ,
æÒÁÎÃÕÚÕ ÏÔÄÁÎÁ?
îÕ, É Ô.Ð. 22.

5.4. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ äÏÌÇÉÒÅ×Á { à
îÏ ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÇÒÕÚÉÔØÓÑ × ÄÅÐÒÅÓÓÉÀ23, ÐÏ ÉÎÅÒÃÉÉ ÐÏÓÌÁÌ Ñ ÚÁÐÒÏÓ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÅÝ£ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÎÅ ÍÏÅÊ (ÓÍ. [10], message # 20316) | ÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÏÊ,
ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÎÁ ÍÏÉÈ ÇÌÁÚÁÈ, × ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÌÅÔÁ ðÁ×ÌÏÍ äÏÌÇÉÒÅ×ÙÍ (× ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ðÁ×ÅÌ
| ÓÔÕÄÅÎÔ ÆÉÚÔÅÈÁ).

ôÁË ×ÏÔ, ÓÐÅÒ×Á äÏÌÇÉÒÅ×Õ ÕÄÁÌÏÓØ ×ÙÑ×ÉÔØ ÎÅËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÉË | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏËÁÚÁÌÁÓØ
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (Ï ËÏÎÉËÁÈ äÏÌÇÉÒÅ×Á):

ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÚ
×ÅÒÛÉÎÙ á ÐÁÒÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ËÏÎÉËÅ24, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÕÀ ÷ó × ÔÏÞËÁÈ á1; á2. ôÏÞËÉ
÷1; ÷2; ó1; ó2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ á1; á2; ÷1; ÷2; ó1; ó2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÒÉÓ. 7. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍ âÒÉÁÎÛÏÎÁ, þÅ×Ù É ëÁÒÎÏ | ÄÅÔÁÌÉ ÓÍ. × [13].
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á ÚÁÔÅÍ, ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÑÓØ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ (ÞÕ×ÓÔ×ÏÍ ÇÁÒÍÏÎÉÉ
ÉÌÉ ÐÒÅËÒÁÓÎÏÇÏ; ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × ÓÁÍÏÍ ÛÉÒÏËÏÍ | ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ | ÓÍÙÓÌÅ), ðÁ×ÅÌ
ÚÁÐÏÄÏÚÒÉÌ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÐÏÒÏÄÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ25 ÐÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ:

ðÕÓÔØ A′B′C ′ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË öÅÒÇÏÎÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (Ô. Å. ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). ÷ÐÉÛÅÍ × ÜÔÏÔ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
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Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
á1; á2; ÷1; ÷2; ó1; ó2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

îÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÞÅÒÔÅÖÉË × �öÉ×ÏÊ çÅÏÍÅÔÒÉÉ� ÜÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌ, ÒÉÓ.8.

òÉÓ. 8

á ÜËÓÐÒÅÓÓ-ÏÐÒÏÓ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÛÉÈ ËÒÕÐÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ×26 ÐÏËÁÚÁÌ (ËÁË ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ É × ÍÏ-
£Í ÓÌÕÞÁÅ | ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÍÅÓÑÃÅÍ ÒÁÎØÛÅ), ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ | ÔÏ, ÐÏ-ÌÀÂÏÍÕ, ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍ.

éÔÁË, ÉÍÅÎÎÏ Ï ÎÅÊ Ñ É ÎÁÐÉÓÁÌ × çÉÁÃÉÎÔÙ. ðÏÞÔÉ ÓÒÁÚÕ ÏÔÏÚ×ÁÌÓÑ ÕÖÅ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ÒÁ-
ÎÅÅ ðÏÌØ à. ïÎ ÕËÁÚÁÌ (ÓÍ. [10], message ## 20318, 20319), ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ27

ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ O′I ′ (ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ (I ′) É ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ (O′ = I) ÏËÏÌÏ
A′B′C ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ (ÓÍ. [3], ÚÁÄÁÞÁ 5.136) ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ öÅÒ-
ÇÏÎÎÁ A′′B′′C ′′ | ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′B′C ′), ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË O′I ′ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×
ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ O′D

I′O =
(

r
r+r′

)2
=

(
R′

R′+r′
)2

, ÇÄÅ r = R′ | ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ A′B′C ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
(É ÏÎ ÖÅ | ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × á÷ó), Á r′ | ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × A′B′C ′ 28.

é, ÈÏÔÑ ÎÉËÁËÉÈ ÓÓÙÌÏË ÎÁ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒ É ÎÅ ÐÒÉ×£Ì29, ÉÚ
ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ É ÔÏÎÁ ÅÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ ×ÒÏÄÅ ÂÙ ×ÙÈÏÄÉÌÏ, ÞÔÏ ÚÁÔÒÏÎÕÔÁÑ ÔÅÍÁ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÄÁ×ÎÏ ÕÖÅ
ÎÅ ÏÔËÒÏ×ÅÎÉÅ.

á × ÐÏÓÌÁÎÉÉ #20321 (ÓÍ. [10]) ÎÅÕÇÏÍÏÎÎÙÊ ö.-ð.üÒÍÁÎÎ É ÓÀÄÁ ÐÒÉ×Î£Ó Ó×ÏÀ ÌÅÐÔÕ, ÐÒÉ-
×ÅÄÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ ÒÁÄÉÕÓ � ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ äÏÌÇÉÒÅ×Á { à ÞÅÒÅÚ r = R′ É r′:

� =
R′2

√
(R′ + r′)2 + r′2
r′ (2R′ + r′) :

÷ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ, ËÒÏÀÔÓÑ É ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÅ ÏÂÅÝÁÀÝÅÍÕ ÂÙÔØ ÓÕÐÅÒÓÌÏÖÎÙÍ | É, ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁ ÐÏÒÑÄËÉ
ÍÅÎÅÅ ÚÁÔÒÁÔÎÏÍÕ, ÞÅÍ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉ-×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ30 (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ öÉÂÅÒÁ
| ÇÄÅ ×Ó£ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ). úÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÒÏÂÏ-
×ÁÔØ Ó×ÏÉ ÓÉÌÙ, ÄÏËÁÚÁ× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ à É ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á× ×ÓÑËÉÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÚÄÅÓØ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.

5.5. äÏÂÁ×ÏÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ äÏÌÇÉÒÅ×Á { à
ïËÒÕÖÎÏÓÔØ äÏÌÇÉÒÅ×Á{à ÍÏÖÎÏ ÓÍÅÌÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë Ô.Î. ÓÌÁÂÙÍ (weak) ÏÂßÅËÔÁÍ31 | ÜÔÏ

ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÏÂßÅËÔ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ É ÕÇÌÏ× ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÅÇÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÀÔ-
ÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÐÏ ÔÉÐÕ a → b →
→ c → a) É ÐÌÀÓ Ë ÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅ ÍÅÒÅ, ÔÒÉ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÐÏÓÔÁÓÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÑ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ × ÐÏÌØÚÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ (ÕÇÌÏ×). ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É Å£ ÃÅÎÔÒ I (a : b : c) ×ËÕÐÅ Ó ÓÏÐÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÒÏÊËÏÊ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ
(ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É Ä×ÕÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ) É ÉÈ ÃÅÎÔÒÏ× Ia (−a : b : c),
Ib (a : −b : c), Ic (a : b : −c).
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÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ äÏÌÇÉÒÅ×Á { à ÉÍÅÅÍ ÁÖ ÄÅ×ÑÔØ(!) Å£ ×ÁÒÉÁÃÉÊ32 | ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ 10
{ 12 ÎÉÖÅ (ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ× | ÒÁÚ×Å ÔÏÌØËÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ
ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÍ. ÒÉÓ. 9).

òÉÓ. 9

òÉÓ. 10
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§6. þÁÑÎÎÁÑ ÒÁÄÏÓÔØ: ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ×ÔÏÒÁÑ

÷ ÏÂÝÅÍ, ÐÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÂÕÒÎÙÈ ÐÅÒÉÐÅÔÉÊ, ÏÖÉÄÁÅÍÏ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÔ×ÒÁÔÉÍÏ, ×ÚÑÌÉ
ÍÅÎÑ × ÏÂÏÒÏÔ ÈÁÎÄÒÁ, ÓÐÌÉÎ, ÚÅÌÅÎÁÑ ÔÏÓËÁ É ÐÒ. É ÐÒ. ðÒÑÍÏ ËÁË × ÏÄÎÏÊ ÄÕÛÅ×ÎÏÊ ÐÅÓÎÅ33

ÐÏÅÔÓÑ, ÏÄÏÌÅÌÉ ÕÐÁÄÏÞÎÙÅ ÎÁÓÔÒÏÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ, ÓÐÕÓÔÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ÕÄÁÌÏÓØ ×Ó£ ÖÅ ×ÚÑÔØ
ÓÅÂÑ × ÒÕËÉ34.

ë ×ÅÌÉËÏÍÕ ÓÞÁÓÔØÀ, ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÚÁÐÁÓ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÂÙÌ ÉÓÞÅÒÐÁÎ ÎÅ
ÐÏÌÎÏÓÔØÀ | ÎÁÛÌÁÓØ-ÔÁËÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÝ£ ÏÄÎÁ �ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ�!

á ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÓÈÏÖÕÀ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × §1 (1.2), ËÏ-
ÔÏÒÁÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ôÅÊÌÏÒÁ | Ó ÔÏÊ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ × Å£ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÅ×ÉÁÎÙ ÍÅÓÔÁÍÉ? ô.Å. ÅÓÌÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ, ÞÔÏ Ca | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
÷ó É ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ó1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÞÅ×ÉÁÎÅ áá1, ÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ × ÒÏÌÉ Ca |
ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÷ó É ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ó1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÞÅ×ÉÁÎÅ ÷÷1 | É Ô.Ä.

éÄÅÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÊ | ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÎÅ ÏÄÎÁ, Á ÃÅÌÙÈ
ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ! îÏ ÏÂÏ ×ÓÅÍ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ.

éÔÁË, ÔÅÐÅÒØ ÚÁ ÏÓÎÏ×Õ ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ:
ðÕÓÔØ ò | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, A1 ∈ (BC) ; B1 ∈ (CA) ; C1 ∈ (AB) - ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎ
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ á1 ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÞÅ×ÉÁÎÁÍ óó1 É ÷÷1 | É ÏÔÍÅÔÉÍ
ÔÏÞËÉ Ab; Ac ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ áó É á÷ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÞËÉ Ba; Bc; Ca; Cb ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.1. ôÏÞËÉ Ab; Ac,Ba; Bc; Ca; Cb ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÒÉÓ. 13.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁÒÎÏ É ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÐÏ ÐÏÄÏÂÉÀ:

(BBa
C÷a

· BCaCCa

)
·
(CCb
ACb

· CAbAAb

)
·
(ABc
BBc

· AAcBAc

)
=

=
(÷B1
òB1

· òC1
óC1

)
·
(óC1
òC1

· òA1
áA1

)
·
(òB1
÷B1

· áA1
òA1

)
= 1:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.2. ðÕÓÔØ P = (p : q : r) 35. ôÏÇÄÁ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-
ÅÍÙÈ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

Ba = (0 : −q : s) ; Bc = (s : −q : 0) ; Ca = (0 : s : −r) ;
Cb = (s : 0 : −r) ; Ab = (− : 0 : s) ; Ac = (−p : s : 0) ;

ÇÄÅ s = p+ q + r | ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÔÏÞËÉ ò .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ BBa
C÷a = ÷Bc

áBc = ÷B1
B1P . îÏ, ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ, ÔÏÞËÁ ò Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË qB; (p+ r)B1. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÒÙÞÁÇÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ BP

B1P = p+r
q . úÎÁÞÉÔ, ÷B1

B1P = BP+B1P
B1P = 1 + p+r

q = p+q+r
q = s

q ⇒ Ba = (0 : −q : s) ; Bc =
(s : −q : 0). (úÎÁË �ÍÉÎÕÓ� × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ
ÏÔÒÅÚËÉ BC É ÷á ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ Ba É Bc × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
îÏ É ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ÔÏÞÅË ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.
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äÁÌÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÐÏ ÓÈÅÍÅ, ÁÐÒÏÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ × §3.
÷ÎÁÞÁÌÅ ×Ù×ÅÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÂÁ-

ÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ36:

ux2 + vy2 + !z2 + 2fyz + 2gzx+ 2hxy = 0:

([6], [9])

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.3. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ Ba = (0 : −q : s), Bc =
(s : −q : 0) ; Ca = (0 : s : −r) ; Cb = (s : 0 : −r) ; Ab = (−p : 0 : s) ; Ac = (−p : s : 0), (ÇÄÅ s = p+ q + r
| ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÔÏÞËÉ ò ) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ:

u = 2rqs; v = 2prs; w = 2qps; f = p(s2 + qr); g = q(s2 + pr); h = r(s2 + pq):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÓÔÁ×É× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ 6-ÔÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ37: 




Ba : vq2 + ws2 − 2fqs = 0 (1)
Ca : vs2 + wr2 − 2frs = 0 (2)
Cb : us2 + wr2 − 2grs = 0 (3)
Ab : up2 + ws2 − 2gps = 0 (4)
Ac : up2 + vs2 − 2hps = 0 (5)
Bc : us2 + vq2 − 2hqs = 0 (6)
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éÚ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÉÍÅÅÍ:

v
(
q − s2

r

)
= !

(
r − s2

q

)
⇔ v

r
(
s2 − qr

)
= w
q

(
s2 − qr

)
:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÌÉ v
r = w

q , ÉÌÉ s2 − qr = 0. ôÒÅÔØÅ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÅÄÅÔ Ë ×ÅÔ×ÌÅÎÉÀ
w
p = u

r ÉÌÉ s2 − rp = 0. é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÑÔÏÅ É ÛÅÓÔÏÅ | u
q = v

pÉÌÉ s2 − pq = 0.
âÕÄÅÍ ÐÏËÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÐÒÁ×ÙÅ� ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÁ. (òÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ

ÎÕÌÀ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × §7).
äÁÌÅÅ, × ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ h = 1.38. ôÏÇÄÁ, ÐÏÄÓÔÁ×É×

×ÙÒÁÖÅÎÉÅ v = p
qu × (5), ÐÏÌÕÞÉÍ: us2 + p

q q2u − 2sq = 0 ⇒ u = 2qs
pq+s2 . úÎÁÞÉÔ, w = p

r · u =
2pqs

r(pq+s2) ; v = r
qw = 2ps

pq+s2 . îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÙÝÅÍ f É g.
ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × (3) É (1) ÂÙÓÔÒÏ ×ÅÄÕÔ Ë ÃÅÌÉ:

2qsr · p2 + 2pqs · s2

(pq + s2)r = 2gps⇒ qp
qp+ s2 + qs2

r (pq + s2) = g ⇒ g = q
r
rp+ s2

pq + s2

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
f = p

r
qr + s2

pq + s2 :

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÐÅÒØ ÉÓËÏÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÉÈ ×ÓÅ ÎÁ
×ÅÌÉÞÉÎÕ k = pq + s2.

óÏÇÌÁÓÎÏ [6], ËÏÎÉËÁ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: v+w−2f

a2 = w+u−2g
b2 = u+v−2h

c2 = � ( 6= 0) 39.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.4. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ (ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ
Ó ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ò = (p : q : r)) × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

p
(s− p) a2 = q

(s− q) b2 = r
(s− r) c2 ; ÇÄÅ s = p+ q + r:

(îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍÉ.)
éÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ É × ×ÉÄÅ p

(q+r)a2 = q
(r+p)b2 = r

(p+q)c2 .
÷ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÖÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (Ô. Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ40 s = p+q+r = 1) ËÌÀÞÅ-

×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÏÎÑÔÎÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ41 p
(1−p)a2 = q

(1−q)b2 = r
(1−r)c2 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ

v + w − 2f = 2prs+ 2qps− 2p
(
qr + s2) = 2p

(
rs+ qs− qr − s2) = 2p (s (r + q − s)− qr) =

= 2p (−sp− qr) = −2p
(
qr + p2 + qp+ rp

)
=

= −2p (q (r + p) + p (r + p)) = −2p (q + p) (r + p) ;

É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ:

−2p (q + p) (r + p)
a2 = −2q (r + q) (p+ q)

b2 = −2r (p+ r) (q + r)
c2 :

éÌÉ, ÐÏÄÅÌÉ× ×ÓÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ k = −2 (q + r) (r + p) (p+ q),
p

(q + r) a2 = q
(r + p) b2 = r

(p+ q) c2 :

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.5. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉË á÷ó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ (Ô.Å. ÔÁËÉÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÄÁÖÅ ÐÁÒÙ ÒÁ×ÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ),



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 23

ÃÅÌÙÈ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !1; !2; !3, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ × åôó ([7]))
ÔÏÞËÁÍÉ P1; P2; P3, ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÚÄÅÓØ a; b; c | ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó): ÐÒÉ k = 1; 2; 3

Pk =
(
pk = 1

1 + p′k
: qk = 1

1 + q′k
: rk = 1

1 + r′k

)
;

ÇÄÅ

p′k = C
a2 sin

('+ 2� (k − 1)
3

)
; q′k = C

b2 sin
('+ 2� (k − 1)

3

)
;

r′k = C
c2 sin

('+ 2� (k − 1)
3

)

É

C = 2√
3
√
a2b2 + b2c2 + c2a2;

' = arcsin
(−8a2b2c2C−3) = arcsin

(
−3
√

3 a2b2c2

(a2b2 + b2c2 + c2a2)
√
a2b2 + b2c2 + c2a2

)
:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ P1; P3 ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, Á ÔÏÞËÁ P2 | ×ÎÕÔÒÉ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÁ P2 (ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !2, ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,
ÐÒÉÞÅÍ Å£ ÒÁÄÉÕÓ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ R2 =

√
13
2 R, Á

ÔÏÞËÉ P1; P3 ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×Å ÔÏÞËÉ (× ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÁÄÁÅÔ

P2) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÒÅÔØÑ ÖÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ42.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:

{ p
(1− p) a2 = q

(1− q) b2 = r
(1− r) c2 ; p+ q + r = 1:

òÁÚÄÅÌÉ× × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ p; q; r É ÏÓÕÝÅÓÔ×É×
ÚÁÍÅÎÙ p′ = 1

p − 1; q′ = 1
q − 1; r′ = 1

r − 1 ⇔
(
p = 1

1+p′ ; q = 1
1+q′ ; r = 1

1+r′
)

, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ
{

1
p′a2 = 1

q′b2 = 1
r′c2 ;

1
1+p′ + 1

1+q′ + 1
1+r′ = 1;

ÉÌÉ 



q′ = a2
b2 p′

r′ = a2
c2 p′

(1 + p′) (1 + q′) (1 + r′) = (1 + q′) (1 + r′) + (1 + p′) (1 + r′) + (1 + p′) (1 + q′):
äÁÌÅÅ, ÐÏÄÓÔÁ×É× ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÔÒÅÔØÅ É ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁ× ×ÓÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ43, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ p′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ44

p′3 − p′
(a2b2 + b2c2 + c2a2

a4

)
− 2b2c2

a4 = 0:

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [4]), ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ËÕ-
ÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ45 t3 + dt + l = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ � = d3

27 + l2
4 , Á

ÉÍÅÎÎÏ:
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• ÅÓÌÉ � < 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ;

• ÅÓÌÉ � = 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ É Ä×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
(Ô. Å. ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ËÏÒÎÀ
ËÒÁÔÎÏÓÔÉ Ä×Á, ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ);

• ÅÓÌÉ � > 0 | ÏÄÉÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ (ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ).

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ � = −4d3+27l2
27·4 =

(
27 · 4 · b4c4a8 − 4(a2b2+b2c2+c2a2)3

a12

)
=(27 ·4) É ÅÇÏ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÚÎÁËÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �′ = 27a4b4c4 − (
a2b2 + b2c2 + c2a2)3.

îÏ, ÅÓÌÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ
É ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x = a2b2; y = b2c2; z = c2a2, ÔÏ
3√xyz ≤ x+y+z

3 ⇔ 27xyz ≤ (x+ y + z)3 ⇔ �′ = 27a4b4c4 − (
a2b2 + b2c2 + c2a2)3 ≤ 0, ÐÒÉÞÅÍ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x = y = z ⇔ a2b2 = b2c2 = c2a2 ⇔ a2 = b2 = c2 ⇔
a = b = c, Ô. Å. ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, ÒÉÓ.
14.

òÉÓ. 14

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ p′3 − p′
(
a2b2+b2c2+c2a2

a4

)
− 2b2c2

a4 = 0 ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

p′3 − 3p′ − 2 = 0 ⇔ (
p′ − 2

) (
p′ + 1

)2 = 0;

Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ {
q′ = a2

b2 p′
r′ = a2

c2 p′
|
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ÐÒÏÓÔÏ ËÁË {
q′ = p′
r′ = p′

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÀ p′ = q′ = r′ = −1 ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ �Ä×ÁÖÄÙ� ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ
ÔÏÞËÁ, Á ÓÌÕÞÁÀ p′ = q′ = r′ | ÔÏÞËÁ P Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

(1
3 : 1

3 : 1
3
)
, Ô. Å. ÃÅÎÔÒ(ÏÉÄ) ÐÒÁ×ÉÌØ-

ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. òÁÄÉÕÓ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
ðÉÆÁÇÏÒÁ:

�2 = a2 +
(R

2

)2
=

(√
3R

)2
+ R2

4 = 13
4 R

2:

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ � < 0. ëÕ-
ÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÔØ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ò

(
p = 1

1+p′ ; q = 1
1+q′ ; r = 1

1+r′
)

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.
ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, p′ = −1. ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

p′3 − p′
(a2b2 + b2c2 + c2a2

a4

)
− 2b2c2

a4 = 0;

ÐÏÌÕÞÉÍ:

−1 + a2b2 + b2c2 + c2a2

a4 − 2b
2c2

a4 = 0 ⇔ −1 + b2
a2 + b2

a2 ·
c2

a2 − 2 b
2

a2 ·
c2

a2 = 0:

ðÏÌÏÖÉÍ u = b2
a2 ; v = c2

a2 . ôÏÇÄÁ −1+u+uv+v−2uv = 0 ⇔ uv−u−v+1 = 0 ⇔ u (v − 1)−(v − 1) =
0 ⇔ (v − 1) (u− 1) = 0.

úÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ a = b, ÌÉÂÏ a = c. éÔÁË, ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ × ÎÕÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÀ
ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÓÔÉ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ a = b. (îÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎ-
ÎÉÊ). ôÏÇÄÁ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, q′ = a2

b2 p′ = p′, Ô. Å. ÔÏÞËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ
ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,
ÐÏÌÕÞÉÍ

p′3 − p
(

1 + 2 c
2

a2

)
− 2 c

2

a2 = 0 ⇔ (
p′ + 1

) (
p2 − p− 2 c

2

a2

)
= 0:

ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÔÏÒÏÊ ÓËÏÂËÅ, ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ É
ËÁË ÒÁÚ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ Ä×Å �ÏÂÙÞÎÙÅ� ÔÏÞËÉ ò ′; ò ′′, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ËÓÔÁ-
ÔÉ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ | ËÁË
É ×ÓÑËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ). åÓÌÉ ÖÅ p′ = q′ = −1, ÔÏÞËÁ ò , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ
ÜÔÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÉÍÅÅÔ, ÕÓÌÏ×ÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

(
1
0 : 1

0 : 1
1−a2

c2

)
. îÁ ÎÕÌØ ÄÅÌÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, É

ÎÕÖÎÏ ÞÔÏ-ÔÏ Ó ÜÔÉÍ ÄÅÌÁÔØ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÎÕÌÅÊ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÈ ÐÒÉ
ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ôÏÌØËÏ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ! òÅÞØ ÉÄÅÔ ×ÏÔ Ï ÞÅÍ:
ÏÄÎÏ ÄÅÌÏ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÍ ÔÒÏÊËÕ

( 1
x : 1

x : 1
c
)
. ôÏÇÄÁ, ÄÏÍÎÏÖÉ× ÎÁ x, É ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ x→ 0,

ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ (1 : 1 : 0). äÒÕÇÏÅ ÖÅ | ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(

1
x : 1

−x : 1
c

)
. ôÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÔÏÍ

ÂÕÄÅÔ (1 : −1 : 0). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ
p′ → −1; q′ → −1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ (É ÜÔÏ-ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÄÁÌÅÎÎÏÓÔØ ÔÒÅÔØÅÊ ÔÏÞËÉ ×ÄÏÌØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ×ÅÄØ ÓÕÍÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ).

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÂÉ×ÛÅÍÕ ÏÓËÏÍÉÎÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÐÉÛÅÍ ÅÝÅ É ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ q′:

p′3 − p′
(a2b2 + b2c2 + c2a2

a4

)
− 2b2c2

a4 = 0 É q′3 − q′
(a2b2 + b2c2 + c2a2

b4
)
− 2a2c2

b4 = 0:
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éÌÉ, ÐÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ,

p′3 − p′
( b2
a2 + b2

a2 ·
c2

a2 + c2

a2

)
− 2 b

2

a2 ·
c2

a2 = 0 É q′3 − q′
(a2

b2 + a2

b2 ·
c2

b2 + c2

b2
)
− 2a

2

b2 ·
c2

b2 = 0:

îÁÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÁÌÅÅ ××ÅÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ f (x) = x3−x (u+ v + uv)−2uv. ôÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ up = b2

a2 ; vp = c2
a2 , Á ×ÔÏÒÏÍÕ | uq = a2

b2 ; vq = c2
b2 . ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ f (−1) = u + v −

1 − uv = (u− 1) (1− v). ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÂÌÉÚÉ -1 ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ 1 − vp É 1 − vq ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁËÉ (É ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Ô.Ë. c 6= a). ôÏÇÄÁ p′ → −1 ⇔ up → 1 É q′ → −1 ⇔
uq → 1. îÏ ÅÓÌÉ up → 1 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ up > 1(Ô. Å. b2

a2 > 1,Ô. Å. b > a) ÔÏ uq ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ, ËÒÏÍÅ ËÁË ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÓÎÉÚÕ�, Ô. Å. ÐÒÉ uq → 1 ÔÏÇÄÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ uq = a2

b2 < 1.
éÚ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p′ → −1 �Ó×ÅÒÈÕ�, ÔÏ q′ → −1 �ÓÎÉÚÕ�, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. á
ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ×ÔÏÒÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ×ÅÄÕÝÁÑ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÉÓ. 15.

òÉÓ. 15

éÓÓÌÅÄÏ×Á×, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÎÏÓÔÏ-
ÒÏÎÎÉÍ. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË Pk ÐÏÌÕÞÉÍ, ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×É× ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÏÔÒÉ-
ÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ:

åÓÌÉ t3 + dt+ l = 0 É � < 0, ÔÏ

t =
√
−4d

3 sin('+ 2� (k − 1)
3 ); k = 1; 2; 3; ÇÄÅ ' = arcsin

(
9l

4d2

√
−4d

3

)
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(ÓÍ. [4]). îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁÛÉÈ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ
ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ë ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ.

Pk =
(
pk = 1

1 + p′k
: qk = 1

1 + q′k
: rk = 1

1 + r′k

)
;

ÇÄÅ
p′k = C

a2 sin
('+ 2� (k − 1)

3

)
; q′k = C

b2 sin
('+ 2� (k − 1)

3

)
;

r′k = C
c2 sin

('+ 2� (k − 1)
3

)
; k = 1; 2; 3

É

C = 2√
3
√
a2b2 + b2c2 + c2a2;

' = arcsin
(−8a2b2c2C−3) = arcsin

(
−3
√

3 a2b2c2

(a2b2 + b2c2 + c2a2)
√
a2b2 + b2c2 + c2a2

)
:

çÒÕÂÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÕÇÌÏ× É ÉÈ ÓÉÎÕÓÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ:

'1 ∈
(
−�6 ; 0

)
⇒ sin'1 ∈

(
−1

2 ; 0
)
; '2 ∈

(�
2 ;

2�
3

)
⇒ sin'2 ∈

(√
3

2 ; 1
)
;

'3 ∈
(�

2 ;
2�
3

)
⇒ sin'3 ∈

(
−
√

3
2 ;−1

2

)
:

óÒÁÚÕ ÔÅÐÅÒØ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ P2 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, Ô. Å. ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ×ÎÕÔÒÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÁ 1 | Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÏÔÒÉÃÁ-
ÔÅÌØÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P1 É
P3 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-
ÎÕ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÓËÌÀÞÉ× ÓÌÕÞÁÊ ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ
ÔÒÏÊËÉ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ×ÅÄÕÔ Ë �ÚÁÇÒÁÎÉÞÎÙÍ� ÔÏÞËÁÍ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ
ÄÌÉÎ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a < b < c.

úÁÊÍÅÍÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÞËÏÊ P1. ÷×ÉÄÕ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÉÎÕÓÁ, ÃÅÌÉËÏÍ
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÕÄÅÔ É ÔÒÏÊËÁ p′1; q′1; r′1. åÝÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p1 + q1 = 1 − 1

1+r′1
= r′1

1+r′1
. úÄÅÓØ

ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ r′1 > −1 | ×ÅÄØ ÔÏÇÄÁ p1 + q1 = r′1
1+r′1

< 0 É ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ.

ïÄÎÁËÏ r′1 = C
c2 sin'1,C = 2√

3
√
a2b2 + b2c2 + c2a2 ⇒ ó

Ó2 = 2√
3

√
a2
c2 · b

2
c2 + b2

c2 + a2
c2 . ðÏÓËÏÌØËÕ

ËÁÖÄÁÑ ÄÒÏÂØ, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÐÏÄËÏÒÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÍÅÎØÛÅ 1, ÔÏ ó
Ó2 < 2. á ÔÁË ËÁË − sin'1 < 1

2 ,
ÔÏ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÏÂÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ −r′1 < 1 ⇔ r′1 > −1.

é, ÎÁÐÏÓÌÅÄÏË, ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó P3. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p′3 < −1 É ÉÓËÏÍÏÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÂÕÄÅÔ p3 = 1

p′3+1 . îÕ, × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: p′3 = C
a2 sin'3, ó

a2 =

= 2√
3

√
c2
a2 · b2a2 + b2

a2 + c2
a2 . úÄÅÓØ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÁÖÄÁÑ ÄÒÏÂØ ÐÏÄËÏÒÅÎÎÏÇÏ

×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÅ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ó
a2 > 2. á ÐÏÓËÏÌØËÕ − sin'3 > 1

2 , ÔÏ −p′3 > 1 ⇔ p′3 < 1.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÁË ×ÉÄÉÍ, ' = −�

2 É ÎÁÛÉ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÄÁÀÔ ÔÒÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ: ò1 = ò2 = ò3 = G (1 : 1 : 1). íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÐÒÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÏÓÔÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÁÎÅÅ ÃÅÎÔÒÏÉÄ É Ä×Å ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞ-
ËÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÌÉÚÏË Ë ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ,
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ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÕÈ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÂÌÉÚËÉ Ë ÔÒÏÊËÅ
( 1
x : 1

x : 1
x
)
, ÇÄÅ x- ÍÁÌÏ? ÷ÅÄØ ÅÓÌÉ

ÔÁË, ÔÏ, ÕÍÎÏÖÉ× ×ÓÀ ÔÒÏÊËÕ ÎÁ x, × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÎÔÒÏÉÄ G (1 : 1 : 1). ôÁË-ÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ,
ÏÎÏ ÔÁË, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ | ÐÒÉ ÎÉÞÔÏÖÎÏÍ �ÛÅ×ÅÌÅÎÉÉ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜÔÏÔ
ÃÅÎÔÒÏÉÄ ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ.

ôÁË ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÅ ×Ó£ ÖÅ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÏÓÔÉ × ÏÓÏÂÙÊ, ÇÄÅ ÏÂÝÁÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ.

÷ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÛÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ × ÓÉÌÅ (� < 0 ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÂÅ-
ÄÒÅÎÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×!). ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÏÔÐÒÁ×ÉÔØÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ËÏÍÐØÀÔÅÒÕ, ËÁË ÔÏÞËÁ ò1, ÔÁË É ÔÏÞËÁ ò3 (ÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏ!), × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÄÌÉÎ
ÓÔÏÒÏÎ ÉÌÉ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ46. á ×ÏÔ ÔÏÞËÁ ò2 ×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÒÉÓ. 16 { 17.

òÉÓ. 16
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òÉÓ. 17

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÆÏÔÏÐÏÒÔÒÅÔÙ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÐÅÒÓÏÎÁÖÅÊ: óÏÌÏ | ÒÉÓÕÎËÉ
18 { 20.

òÉÓ. 18
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òÉÓ. 19
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òÉÓ. 20

óÅÍÅÊÎÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ × ÉÎÔÅÒØÅÒÅ | ÒÉÓÕÎÏË 21.

òÉÓ. 21

úÁ×ÅÒÛÉÍ ÖÅ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÏÄÎÉÍ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.7. ëÏÎÉËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ G, ÅÓÔØ ÜÌ-
ÌÉÐÓ, ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÊ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÜÌÌÉÐÓÕ ûÔÅÊÎÅÒÁ47. ãÅÎÔÒ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ G,
Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k =

√
13
2 .
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÇÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÒÁÚÄÅÌÅ. áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÊ, ÒÉÓ. 22. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (ÓÍ. [1] É [3], ÇÌÁ×Á 29) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ (ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ) ÐÒÑÍÏÊ |
ÃÅÎÔÒ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÃÅÎÔÒÏÉÄ ÄÁÎÎÏÇÏ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | × ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ ûÔÅÊÎÅÒÁ, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÕ | × ËÏÎÉËÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÏÎÉËÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÁ
(ËÁË × ÕÓÌÏ×ÉÉ) ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÜÌÌÉÐÓÕ ûÔÅÊÎÅÒÁ48. ¤

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÜÌÌÉÐÓ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÉÍÐÁÔÉÞÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. ÷ ÓÁ-
ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÓÔÁ×É× ÅÄÉÎÉÃÙ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

3x2 + 3y2 + 3z2 + 10yz + 10zx+ 10xy = 0 ⇔ 4 (yz + zx+ xy) + 3 (x+ y + z)2 = 0:

÷ÐÒÏÞÅÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÉÍÐÁÔÉÞÎÅÅ ÂÕÄÅÔ: xy+yz+zx =
0, ÓÍ. [10]49.

òÉÓ. 22

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ
1 ôÝÅÔÎÏ, ÈÕÄÏÖÎÉË, ÔÙ ÍÎÉÛØ, ÞÔÏ Ô×ÏÒÅÎÉÊ Ó×ÏÉÈ ÔÙ ÓÏÚÄÁÔÅÌØ!
÷ÅÞÎÏ ÎÏÓÉÌÉÓØ ÏÎÉ ÎÁÄ ÚÅÍÌÅÀ, ÎÅÚÒÉÍÙÅ ÏËÕ.
(áÌÅËÓÅÊ ë. ôÏÌÓÔÏÊ.)
2 ïÄÉÎ ÔÏÌØËÏ, ÐÏ ÓÌÏ×ÁÍ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ, �ÂÅÚÏÂÒÁÚÎÙÊ ÓÐÏÒ, ÒÁÚÇÏÒÅ×ÛÉÊÓÑ ÍÅÖÄÕ îØÀÔÏ-

ÎÏÍ É ìÅÊÂÎÉÃÅÍ� ÞÅÇÏ ÓÔÏÉÔ! (×ÅÓØÍÁ ÎÅÌÉÃÅÐÒÉÑÔÎÙÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [18]).
3 é ÏÂÌÉË ËÁÖÄÏÊ ÓËÌÁÄËÏÊ ÇÏ×ÏÒÉÔ,
þÅÍ ÏÎ ÖÉ×£Ô. á ÄÌÑ ÞÅÇÏ × ÉÔÏÇÅ?
éÚ-ÚÁ çÅËÕÂÙ!
þÔÏ ÏÎ çÅËÕÂÅ? þÔÏ ÅÍÕ çÅËÕÂÁ?
á ÏÎ ÒÙÄÁÅÔ.
(÷ÉÌØÑÍ ûÅËÓÐÉÒ. çÁÍÌÅÔ, ÐÒÉÎÃ ÄÁÔÓËÉÊ. ðÅÒÅ×ÏÄ â. ðÁÓÔÅÒÎÁËÁ.)
4 ÷ ÄÕÈÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ çÅÍÐÅÌÑ.



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 33

| ðÏ ÍÎÅÎÉÀ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÑ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ëÁÒÌÁ çÅÍÐÅÌÑ, ÒÙÖÁÑ ËÏÒÏ×Á Õ×ÅÌÉÞÉ-
×ÁÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÏÒÏÎÙ ÞÅÒÎÙÅ (ÓÍ. [19]).

5 ôÁË × ÔÅËÓÔÅ. îÏ ÜÔÏ | ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ, ËÁË Õ×ÉÄÉÍ
ÄÁÌÅÅ, É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

6 éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ, ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÓÔÒÏÇÉÊ ÏÔ-
ÂÏÒ. ëÏÍÐÅÔÅÎÔÎÏÅ É ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÖÀÒÉ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÜÓÔÅÔÉ-
ÞÅÓËÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ É ÎÏ×ÉÚÎÕ.

7 �îÏ×ÙÊ çÏÇÏÌØ Ñ×ÉÌÓÑ!� | ÚÁËÒÉÞÁÌ îÅËÒÁÓÏ×, ×ÈÏÄÑ Ë ÎÅÍÕ Ó �âÅÄÎÙÍÉ ÌÀÄØÍÉ�. | �õ
×ÁÓ çÏÇÏÌÉ-ÔÏ ËÁË ÇÒÉÂÙ ÒÁÓÔÕÔ�, | ÓÔÒÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÌ ÅÍÕ âÅÌÉÎÓËÉÊ, ÎÏ ÒÕËÏÐÉÓØ ×ÚÑÌ.

(æÅÄÏÒ äÏÓÔÏÅ×ÓËÉÊ. äÎÅ×ÎÉË ÐÉÓÁÔÅÌÑ.)
8 ðÅÒÅÌÉÓÔÙ×ÁÑ ÎÁ ÄÎÑÈ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÃÉÔÉÒÕÅÍÕÀ × ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ ÓÔÁÔØÑÈ ËÎÉÖËÕ [17], Ñ ÎÁ-

ÔËÎÕÌÓÑ ÎÁ ÎÉÈ É ÔÁÍ.
îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ Ó ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ çÁ×ÒÉÌÀËÁ ÖÀÒÉ

ííï ÓÌÅÇËÁ ÏÐÌÏÛÁÌÏ (É ÎÁ ÜËÓÐÅÒÔÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÒÏÒÕÈÁ! é ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÞÉÎÉÔÅÌÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅ ÚÁÓÔÒÁÈÏ×ÁÎ ÏÔ ÎÅ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÊ ÒÁÎÅÅ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÅÝÅÊ | ÉÂÏ ÔÅÚÉÓ
ëÏÚØÍÙ ðÒÕÔËÏ×Á �ÎÅÌØÚÑ ÏÂßÑÔØ ÎÅÏÂßÑÔÎÏÅ!� ÎÉËÔÏ ÎÅ ÏÔÍÅÎÑÌ) | ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÙ ÎÁÓÔÏ-
ÒÏÖÉÔØ (ÐÒÏÚ×ÅÎÅ× ÔÒÅ×ÏÖÎÙÍ Ú×ÏÎÏÞËÏÍ), Á ÎÅ ÄÁÔØ ÐÏ×ÏÄÁ (ËÁË ÏÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÏÇÄÁ É
×ÙÛÌÏ) Ë ÐÕÓÔÏÍÕ ÂÁÈ×ÁÌØÓÔ×Õ. ðÏÍÎÉÔÓÑ, ÚÁÍÅÌØËÁÌÉ ÄÁÖÅ ÚÌÏÒÁÄÎÙÅ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÍÙÓÌÉ × ÇÏÌÏ-
×Å, ÎÁ×ÒÏÄÅ: ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉÄÕÍÙ×ÁÔØ | ÜÔÏ ×ÁÍ ÎÅ ÏÇÕÒÃÙ ÓÏÌÉÔØ! (ðÅÒÅÆÒÁÚÉÒÕÑ ÏÄÎÁÖÄÙ
ÕÓÌÙÛÁÎÎÙÊ ÏÔ é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ ÁÆÏÒÉÚÍ �òÅÃÅÎÚÉÉ ÐÉÓÁÔØ | ÎÅ ÏÇÕÒÃÙ ÓÏÌÉÔØ� | ËÁË ÂÙÌÏ
ÓËÁÚÁÎÏ × ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÒÏÂËÕÀ ÐÒÏÓØÂÕ ÏÔÐÉÓÁÔØ ÞÅÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÚÉÔÉ×ÎÏÅ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÓÞÅÔ ÒÕ-
ËÏÐÉÓÉ ÍÏÅÇÏ ÄÁ×ÎÅÇÏ ÏÐÕÓÁ \úÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ". ëÏÔÏÒÙÊ, ËÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ,
ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÎÁËÏÎÅÃ-ÔÏ ÂÙÌ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ \éÌÅËÓÁ" | ÐÒÁ×ÄÁ, ×ÏÌÅÀ ÒÅÄÁËÔÏÒÁ
ÐÏÄ ÂÏÌÅÅ ÐÏÍÐÅÚÎÙÍ ÚÁÇÏÌÏ×ËÏÍ \ôÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ".) á ×ÓÐÏÍÉÎÁÔØ-ÔÏ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÄÒÕÇÏÅ:
\îÅ ÓÕÄÉÔÅ, ÄÁ ÎÅ ÓÕÄÉÍÙ ÂÕÄÅÔÅ!". îÏ ÎÉÞÅÇÏ, ×ÓËÏÒÅ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÉÛÌÏÓØ.

9 ðÅÄÁÌØÎÙÍ (ÐÏÄÅÒÎÙÍ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÔÏÞËÉ ò ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË PaPbPc, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ
ò ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ ÷ó, óá;á÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÄÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×
ÏÔÒÅÚÏË (É ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ | ÓÍ [3], ÚÁÄÁÞÁ 5.105.) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ò ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

10 íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÁÒÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉ-
ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). á ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÐÒÉÚÙ×ÁÅÍ
ÐÏÒÁÚÍÙÓÌÉÔØ ÎÁÄ ÔÅÍ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ × �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ� ÓÌÕÞÁÅ. åÓÔØ
ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ò ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ �ÐÒÉÍÏÓÔÉÔØÓÑ� ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Å£ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
äÒÏÚ-æÁÒÎÉ �ÒÁÓÐÒÅÍÌÑÅÔÓÑ� × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÏÞËÅ ò ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÖÅ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Pl, ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

11 åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÎÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ É ÐÏ ÓÅÊ ÄÅÎØ | É ÐÏÔÏÍÕ ÎÁÛÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ñ×ÎÏ ÕÓÔÕÐÁÅÔ
ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Õ Ó×ÏÉÈ ÉÍÅÎÉÔÙÈ ËÏÌÌÅÇ (ÓÍ. §1). (ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÄÒÕÇÉÍÉ
ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÐÏÍÉÍÏ �ÇÏÌÏÇÏ� ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ.) îÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ Ï ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÔÑÖÅÌÏ×ÅÓÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÁÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÕÓÐÅ×ÁÀÝÅÍÕ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÛËÏÌØÎÉËÕ ÎÅ ÏÂßÑÓÎÉÛØ ÔÁË ÓÒÁÚÕ, Ó ÐÏÌÏÂÏÒÏÔÁ, × ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÔØ
ÔÏÞËÉ X194 | ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÒÅÍÑ.

12 éÎÁÞÅ ×ÙÒÁÖÁÑÓØ | ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Å ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÈÏÒÄÙ ÉÌÉ ÓÅËÕÝÅÊ É
Å£ ×ÎÅÛÎÅÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

13 ë ÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÍÎÅ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ É ÓÌÏÖÎÙÍ É ÔÒÕÄÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍÙÍ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ×Ó£ ÕÐÉÒÁÅÔÓÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ
ÔÏÞËÉ, ÉÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ìÅÍÕÁÎÁ. ÷ ÄÏÓÔÕÐÎÏÊ ÍÎÅ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ×ÏÏÂ-
ÝÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ. á ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏ
ÐÒÏÝÅ É ËÏÒÏÞÅ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ



34 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

üÊÌÅÒÁ ÌÅÇËÏ É ËÒÁÓÉ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÉÓ-
ÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ (ÓÍ. [3] | ÚÁÄÁÞÁ 5.128; [5] | ÚÁÄÁÞÁ 489), ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÁÓÓ (ÓÍ. [2], [9]) | ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ. é ÒÏ×ÎÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ ÄÅÌÏ
ÏÂÓÔÏÉÔ Ó ÐÒÑÍÏÊ îÁÇÅÌÑ. èÏÔÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ×ÓÀ ÔÕ ÖÅ ÇÏÍÏÔÅ-
ÔÉÀ | ÓÍ. [5], ÚÁÄÁÞÁ 489) ÓÕÐÅÒÓÌÏÖÎÙÍ ÎÅ ÎÁÚÏ×£ÛØ, ÎÏ ×Ó£-ÔÁËÉ ÏÎÏ �ÐÏÔÑÖÅÌÅÅ� ÂÕÄÅÔ, ÞÅÍ
ÌÁËÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ (ÓÍ. [2], [8], [9]).

14 íÉÈÁÉÌ âÕÌÇÁËÏ×. ðÏÈÏÖÄÅÎÉÑ þÉÞÉËÏ×Á.
15 ðÏÓÅÝÁÅÍÏÇÏ, ÐÏ ÓÌÕÈÁÍ, ÍÎÏÇÉÍÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÉËÁÍÉ | ÐÒÏÛÌÙÍÉ, ÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉ, É, ÎÁÄÏ

ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÂÕÄÕÝÉÍÉ.
16 170 ÐÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÎÁ 15.03.12 | ÅÓÌÉ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ.
17 Hyacinthos | ÓÁÊÔ, ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ É ÚÎÁÔÏËÏ× üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ çÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏ

×ÓÅÍÕ ÍÉÒÕ. óÀÄÁ-ÔÏ É ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ, ÅÓÌÉ ÕÖ ÓÔÅÐÅÎØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔÉ
(ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔÉ) ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÁË ÂÅÓÐÏËÏÉÌÁ. îÏ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÐÏÄÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÁÑ ÂÏÑÚÎØ �ÒÁÚÏ-
ÂÌÁÞÅÎÉÑ� ÕÄÅÒÖÉ×ÁÌÁ, ÄÏ ÐÏÒÙ, ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÛÁÇÁ.

| é ÜÔÉ-ÔÏ ÎÁÄÏÅ×ÛÉÅ ÆÏËÕÓÙ Ñ ÌÉÛØ ÓÅÇÏÄÎÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁÌ, ÄÏ ÏÄÕÒÉ ÎÁ×ÏÚÉ×ÛÉÓØ Ó ÔÅÍ
ÓÕÂßÅËÔÏÍ. á ÓÕÂßÅËÔ ×Ó£ ÓÔÏÑÌ, ÐÒÉÓÌÏÎÑÓØ Ë ÓÔÅÎÅ, ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏÌÁÇÁÑ ÓÅÂÑ ÐÒÏÊÄÏÈÏÊ,
É ÄÏ×ÏÌØÓÔ×Ï ÓÏÂÏÀ ÒÕÍÑÎÉÌÏ ÅÇÏ ÝÅËÉ.

| ÷Ù ÒÁÚÇÁÄÁÎÙ! | ËÒÉËÎÕÌ Ñ É ÄÁÖÅ ÌÅÇÏÎØËÏ ÈÌÏÐÎÕÌ ÅÇÏ ÐÏ ÐÌÅÞÕ.
. . . á ÐÏÔÏÍ ×ÚÄÏÈÎÕÌ Ó ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÅÍ É, ×ÙÐÒÑÍÉ×ÛÉÓØ ×Ï ×ÅÓØ ÒÏÓÔ, ×ÏÛÅÌ × ÇÏÓÔÉÎÕÀ.
(æÒÁÎÃ ëÁÆËÁ. òÁÚÏÂÌÁÞÅÎÎÙÊ ÐÒÏÈÏÄÉÍÅÃ.)
18 ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉËÔÏ ÔÁË ×Ó£ ÖÅ É ÎÅ ÐÒÉ×£Ì, ÔÁË ÞÔÏ ×ÏÐÒÏÓ

ÜÔÏÔ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.
úÁÃÅÐËÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ × ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ (ÏÐÑÔØ!) ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÇÏ (sic!) ÇÅÏÍÅÔÒÁ öÁÎÁ-ðØÅÒÁ

üÒÍÁÎÎÁ (Jean-Pierre Ehrmann) | ÓÍ. [10], [11] | messages # 20306, #20308. óÁÍ öÉÂÅÒ, ËÁË
É Ñ, ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ | ÓÍ. [10] | message #20322. ôÁÍ ÖÅ ÏÎ
×ÙÒÁÚÉÌ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÙÍ ÍÁÓÔÅÒÁÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ: �I'm pretty sure
one can �nd it in older literature�, ÅÓÌÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ.

19 äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ âÅÒÎÁÒÄ öÉÂÅÒ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÄÏ×ÉÔ, ËÁË Á×ÔÏÒ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ | ÓÍ. [15].

20 ðÏÌÕÛÕÔÌÉ×ÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ �ðÁÐÁ� (× ÓÍÙÓÌÅ �òÉÍÓËÉÊ�) ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÅ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÓÌÕ-
ÖÅÎÎÙÅ, ÐÏÞ£Ô É Õ×ÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÒÕÇÕ ÌÀÄÅÊ, ÚÎÁÀÝÉÈ ÔÏÌË × ÐÒÅÄÍÅÔÅ,
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÂÌÉÓÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒ öÁÎ-ðØÅÒ üÒÍÁÎÎ | ÂÅÚÏ ×ÓÑËÉÈ ÌÏÖÎÙÈ ÐÒÅÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÊ,
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÇ É ×ÏÌÛÅÂÎÉË, ÞÁÒÏÄÅÊ É ËÕÄÅÓÎÉË.�

21 ðÏ ÞÅÒÅÓÞÕÒ ÒÁÚÄÕÔÙÍ Á×ÔÏÒÓËÉÍ ÓÁÍÏÌÀÂÉÀ É ÔÝÅÓÌÁ×ÉÀ, × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ. îÏ ÎÅ ×
ÎÉÈ ÏÄÎÉÈ ÔÕÔ �ÓÏÂÁËÁ ÐÏÒÙÌÁÓØ�, ÄÕÍÁÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÏÄÎÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÚÄÅÓØ ÔÒÕÄÎÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ
�×ÓÀ ÐÏÌÎÏÔÕ ÞÕ×ÓÔ×�, ×ÓÀ ÜÔÕ ÂÕÒÀ × ÓÔÁËÁÎÅ ×ÏÄÙ. ìÉÞÎÙÊ ÏÐÙÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ! çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ,
ÐÅÒÅÖÉ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÛËÕÒÅ ÔÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ!

22 ðÏÒÁ ÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ (ÅÓÌÉ ÜÔÏÇÏ ÅÝ£ ÎÅ ÐÒÏÄÅÌÁÎÏ) ÉÚ ÛËÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ, Ó
ÐÏÚ×ÏÌÅÎÉÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ | ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ ×ÅÒÓÔÕ ÛÉÂÁÅÔ ÉÍÐÅÒÓËÉÍ ÄÕÈÏÍ. ëÁË
ÂÕÄÔÏ ÎÁÍ ÎÅÞÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ×ÚÁÍÅÎ ÎÁÛÅÊ ÍÏÌÏÄÅÖÉ!

(óÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÍÙÓÌÑÔ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÎÁÛÅÊ ÌÉÂÅÒÁÌØÎÏÊ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÓÔÉ.)

23 ðÏÞÔÉ Ä×ÕÈÎÅÄÅÌØÎÕÀ. ðÅÒÅÆÒÁÚÉÒÕÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÞÅÍÐÉÏÎÁ ÍÉÒÁ ÐÏ ÛÁÈÍÁÔÁÍ ÷ÉÌØÇÅÌØÍÁ
óÔÅÊÎÉÃÁ, ÈÏÞÅÔÓÑ ×ÏÓËÌÉËÎÕÔØ (Ó ÇÏÒÅÞØÀ): �ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÎÅ ÄÌÑ ÓÌÁÂÙÈ ÄÕÈÏÍ!�

24 åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ËÏÎÉËÉ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ.

25 é ÐÏÔÏÍÕ, ÚÁÍÅÞÕ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÜÔÁ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÑ×ÌÅÎÎÏÊ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÅ
ÔÅÍÁÔÉËÅ.



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 35
26 óÍ. §5, ÓÁÍÏÅ ÎÁÞÁÌÏ.
27 ëÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×Ó£ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÂÕË×ÏÊ D | É ÔÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÎÅ × áÍÅÒÉËÅ ×ÅÄØ

ÖÉ×£Í!
28 ðÒÁ×ÄÁ, ðÏÌØ à ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÐÏÄ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÍ ÕÇÌÏÍ: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á′÷′ó ′

(× ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ) ÏÎ ÓÞÉÔÁÅÔ ÉÓÈÏÄÎÙÍ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó | �ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ� ÏÔ ÎÅÇÏ
ÔÁÎÇÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ (Ô. Å. ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á′÷′ó ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). îÏ
ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ.

29 ÷ÏÔÝÅ Ñ ÜÔÏÇÏ ÏÔ ÎÅÇÏ ÄÏÍÏÇÁÌÓÑ (ÐÕÓËÁÊ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ËÏÓÎÏÑÚÙÞÎÏ | ÉÂÏ ÄÅÐÒÅÓÓÉÑ ÕÖÅ
ÎÁ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÞÉÎÁÌÁ ÓËÁÚÙ×ÁÔØÓÑ) | ÓÍ. message #20320, ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÂÅÚÏÔ×ÅÔÎÙÍ.

30 ð. äÏÌÇÉÒÅ× ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÌ, ÎÏ ÔÁË É ÎÅ ÓÕÍÅÌ ÄÏ×ÅÓÔÉ ×ÙËÌÁÄËÉ ÄÏ ÐÏÂÅÄÎÏÇÏ ËÏÎÃÁ. õÖ
ÏÞÅÎØ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÅ �ËÒÏËÏÄÉÌÙ� ÐÏ×ÙÌÅÚÁÌÉ.

31 ôÅÒÍÉÎ, ×ÏÛÅÄÛÉÊ × ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÅÎÇ Ó ÌÅÇËÏÊ ÒÕËÉ ×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ äÖÏÎÁ ëÏÎ×ÅÑ.

32 ðÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÉËÏÊ! | Ô. Å. öÉ×ÏÊ çÅÏÍÅÔÒÉÅÊ. íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÂÏÇÁÔÁÑ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ,
× ÃÅÌÏÍ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ | ÍÎÏÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÉÈ ÃÅÎÔÒÏ× É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. îÅÐÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏÌÖÎÙ
ÎÁÌÉÞÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Ó×ÑÚÉ | ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ. óÌÏ×ÏÍ, ÛÉÒÏËÏÅ
ÐÏÌÅ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÙÎÞÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ | ÏÔ ÕÓÐÅÛÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ (ÎÁÒÑÄÕ Ó ÔÁËÉÍÉ ÚÎÁÞÉÍÙÍÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ, ËÁË ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÙ åçü É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ) ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ
ÕÞÒÅÖÄÅÎÉÑ.

33 âÙ×ÁÀÔ ÄÎÉ, ËÏÇÄÁ ÏÐÕÓÔÉÛØ ÒÕËÉ,
é ÎÅÔ ÎÉ ÓÌÏ×, ÎÉ ÍÕÚÙËÉ, ÎÉ ÓÉÌ.
÷ ÔÁËÉÅ ÄÎÉ Ñ ÂÙÌ Ó ÓÏÂÏÊ × ÒÁÚÌÕËÅ,
é ÎÉËÏÇÏ ÐÏÍÏÞØ ÍÎÅ ÎÅ ÐÒÏÓÉÌ.
é Ñ ÈÏÔÅÌ ÉÄÔÉ, ËÕÄÁ ÐÏÐÁÌÏ,
úÁËÒÙÔØ Ó×ÏÊ ÄÏÍ É ÎÅ ÎÁÊÔÉ ËÌÀÞÁ. . .
(á. íÁËÁÒÅ×ÉÞÁ.)
34 ëÁË × ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÅÓÅÎËÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓÔÏÌØ ÓËÏÒÂÎÙÊ ÚÁÞÉÎ,

ÏËÁÎÞÉ×ÁÌÁÓØ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÄÒÙÍ ÓÔÉÛËÏÍ:
îÏ ×ÅÒÉÌ Ñ | ÎÅ ×Ó£ ÅÝ£ ÐÒÏÐÁÌÏ:
ðÏËÁ ÎÅ ÍÅÒËÎÅÔ Ó×ÅÔ, ÐÏËÁ ÇÏÒÉÔ Ó×ÅÞÁ. . .
é ÐÕÓÔØ ÓÅÇÏÄÎÑ ÄÎÅÊ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÍÁÌÏ,
é ×ÙÐÁÌ ÓÎÅÇ, É ËÒÏ×Ø ÎÅ ÇÏÒÑÞÁ.
ñ × ÓÏÔÙÊ ÒÁÚ ÏÐÑÔØ ÎÁÞÎÕ ÓÎÁÞÁÌÁ:
ðÏËÁ ÎÅ ÍÅÒËÎÅÔ Ó×ÅÔ, ÐÏËÁ ÇÏÒÉÔ Ó×ÅÞÁ.
éÍÅÎÎÏ ÔÁË Ñ É ÐÏÓÔÕÐÉÌ, ÐÏÓÌÅÄÏ×Á× ÎÅÕËÏÓÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÄÒÙÍ ÂÁÒÄÏ×ÓËÉÍ ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑÍ:

ÎÁÞÁÌ × ÓÏÔÙÊ ÒÁÚ ÓÎÁÞÁÌÁ.
35 ëÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÔÒÏÊËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ ò ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅÊ.
36 é Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ, Ô. Å. ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ), ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (ÉÌÉ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ)
ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

37 ïÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ÑÓÎÏÅ ÄÅÌÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ÷Ó£ ÖÅ ×ÙÐÉÛÅÍ ÉÈ ×ÓÅ.
38 é × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ f = g = h = 0 ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ.
39 üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÉËÉ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

a2yz + b2zx+ c2xy − (x+ y + x) (u0x+ v0y + z0x)=0 (ÓÍ. [6], [9]).
40 þÅÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÎÁ

ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÁÓÓÕ ÔÏÞËÉ.
41 åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÓÅ ÔÒÉ ÆÏÒÍÙ ÚÁÐÉÓÉ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÖËÅ.



36 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

42 üÔÏ ÉÍÅÅÔ ËÏÅ-ËÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: Ä×ÉÇÁÑÓØ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ É ÕÈÏÄÑ ×Ó£ ÄÁÌØÛÅ É ÄÁÌØÛÅ, �× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ�| ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ËÏÎÉËÉ, ×Ó£ ÂÏÌÅÅ
É ÂÏÌÅÅ �ÐÏÈÏÖÉÅ� ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

43 ðÒÉÚÎÁÅÍÓÑ, ÚÄÅÓØ ÍÙ ×ÎÏ×Ø ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÕÓÌÕÇÁÍÉ Mathematica 5.1, ÓÜËÏÎÏÍÉ× ÎÁ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÎÅÍÎÏÖËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÒÁÓËÒÙÔÉÅ ×ÓÑËÉÈ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ
ÐÏÄÏÂÎÙÈ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÝÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÏ ÓÉÌÁÍ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÍÕ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕ.

44 ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÔ ÒÁÄÏÓÔÎÙÊ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÛÅÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ-
ÎÙÊ ×ÉÄ, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ | ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ. á ×ÏÔ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ò, ÔÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÛÌÉ ÂÙ Ë ÎÅËÏÅÍÕ ËÕÂÉÞÅÓËÏÍÕ | ÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÅ
ÅÝÅ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÔÏÍ �ÚÁÎÕÌÑÔØ�.

45 ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× p É q ÌÕÞÛÅ. îÏ, Õ×Ù, ÜÔÉ ÂÕË×Ù ÕÖÅ
ÚÁÎÑÔÙ.

46 ðÙÔÌÉ×ÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ (×ÙÑ×ÉÔØ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ) × ËÁÞÅ-
ÓÔ×Å Õ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. çÉÐÏÔÅÚÁ ÔÁËÏ×Á: ðÕÓÔØ b = c. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ∠A < �

3 , ÔÏ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ P3, Á ÅÓÌÉ ∠A > �

3 | ÔÏ P1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÌÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÓÈÏÄÎÙÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ × §8.

47 ôÁË ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × G. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ ûÔÅÊÎÅÒÁ É ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙ: ÃÅÎÔÒ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ
ÜÌÌÉÐÓÏ×, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ 2.

48 óÞ£ÔÎÏÅ (�ÌÅ×ÏÐÏÌÕÛÁÒÎÏÅ� ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ. é ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÏÎÏ ÎÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × G × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:
Hk
G (x : y : z) = (x′ = 3kx+ (1− k) s : y′ = 3ky + (1− k) s : z′ = 3kz + (1− k) s); s = x+ y + z.

÷Ù×ÏÄ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ×Ù×ÏÄÕ ÌÅÍÍÙ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.5 §3.
49 é ÅÓÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅÍ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ | ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ
ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÉÇÒÁÅÔ ÄÌÑ ÉÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ.
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